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Presentacion

Estimado formador:

En este libro encontraras distintas propuestas de tareas disefiadas, ana-
lizadas e implementadas por grupo de investigadores en el area de la
didactica de la matematica que, como td, formamos a profesorado de
Educacién Infantil (3-6 anos), Educacién Primaria (6-12 anos) o Educa-
cion Secundaria Obligatoria (12 a 16 anos) en relacion con la ensefianza
de las matematicas, tanto en formacién inicial como continua.

Este grupo de trabajo se especializa en la investigacién sobre el cono-
cimiento del profesorado para la ensefianza de las matematicas y somos
miembros de la RED MTSK (https://redmtsk.net/). La mayoria tenemos
el doctorado en Educacién Matemadtica o, en menor medida, en Matema-
ticas, o estamos en proceso de formacion como estudiantes de doctorado
en Educacion Matematica. Estamos afiliados a instituciones universi-
tarias espanolas (Universidad Complutense de Madrid, Universidad de
Cddiz, Universidad de Huelva, Universidad de Sevilla o Universidad de
Valladolid) o de paises de Latinoamérica (Brasil, Chile, México o Pert).

Este equipo de especialistas en la formacién docente ha disenado dis-
tintas tareas a las que denominamos «tareas formativas», cuyo objetivo es
desarrollar conocimientos matematicos especializados en el profesorado,
ya sea en formacion inicial o continua, en un determinado nivel escolar
y en relacién con un contenido matematico especifico.

Las doce tareas formativas que te presentamos en este libro se han
construido a partir del modelo de conocimiento profesional denomina-
do Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas (MTSK, por
sus siglas en inglés, Mathematics Teachers’ Specialized Knowledge) (Carrillo
et al., 2018). El modelo MTSK fue desarrollado en el grupo de investiga-
cién que dio origen a la RED MTSK, como forma de aproximarnos, me-
diante la investigacion, a la problematica de qué conocimientos requiere


https://redmtsk.net/
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el profesorado para la ensenanza de las matematicas. Para atender a esta
cuestion, desarrollamos un conjunto de investigaciones coordinadas con
profesorado en ejercicio de distintos niveles educativos y contextos. De este
modo, llegamos a caracterizar los elementos principales del conocimiento
especifico que moviliza un profesor en su practica profesional en relacion
con la ensefianza de las matematicas: conocimiento matematico (MK, por
sus siglas en inglés, Mathematical Knowledge), conocimiento diddactico del
contenido (PCK, por sus siglas en inglés, Pedagogical Content Knowledge) y
concepciones sobre las matematicas y sobre su ensefianza y aprendizaje.

Para el disefno de estas tareas formativas nos hemos apoyado en el
modelo MTSK y sus dominios, asi como en los diferentes subdominios
y categorias desarrollados a partir del estudio de la naturaleza de estos
contenidos matematicos como objetos de aprendizaje y del trabajo del
profesorado al ensenar estos contenidos (figura 1).

Figura 1. Mathematics Teacher's Specialised Knowledge (MTSK), con sus dominios y
subdominios.
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Dentro del conocimiento matematico, el modelo considera el cono-
cimiento de los temas (KoT, por sus siglas en inglés, Knowledge of Topics),
el conocimiento de la estructura de las matematicas (KSM, Knowledge of
the Structure of Mathematics) y el conocimiento de la practica matematica
(KPM, Knowledge of Practices in Mathematics). Cada una de estas categorias
de conocimiento constituye un subdominio del dominio «Conocimiento
matematico» (parte izquierda de la figura 1).

El KoT reconoce la necesidad de que el profesorado conozca los proce-
dimientos y conceptos matematicos en profundidad (es decir, saber defini-
ciones, conocer propiedades y reconocer los fundamentos de estos concep-
tos), ademads de las representaciones y las situaciones que les dan sentido.
El KSM supone que el profesorado requiere conocer las matematicas de
forma estructurada, establecer conexiones entre objetos matematicos de
distintos temas (por ejemplo, desde el punto de vista de la simplificacion,
la complejizacién, las grandes ideas que atraviesan diferentes temas o
los elementos matematicos que sirven de herramienta en otros temas).
Por tltimo, el KPM da cabida al conocimiento de las practicas o formas
de hacer matematicas, lo que implica generar conocimiento matematico.
Esto supone conocer las reglas de sintaxis de las matematicas, incluido
como se demuestra, como se define, cémo se resuelven problemas y cual
es papel del lenguaje matematico (Carrillo et al., 2022).

Por su parte, el conocimiento didactico del contenido abarca conoci-
mientos sobre la ensefianza de las matematicas, sobre su aprendizaje y
sobre los estindares de aprendizaje de las matematicas (respectivamente,
KMT, por sus siglas en inglés, Knowledge of Mathematics Teaching;, KFLM,
Knowledge of Features of Learning Mathematics, y KMLS, Knowledge of Ma-
thematics Learning Standards).

El KMT recoge el conocimiento del profesorado sobre estrategias y
recursos —incluidas tareas y ejemplos— para ensenar diferentes con-
tenidos matematicos, asi como posibles teorias que los fundamenten.
El KFLM responde a la necesidad de considerar como suele abordar el
alumnado de un determinado nivel un contenido matematico concreto,
qué dificultades y qué potencialidades se presentan en su aprendizaje,
qué expectativas y motivaciones suele despertar en el alumnado, asi como
posibles teorias que fundamenten una aproximacion al aprendizaje de los
contenidos matematicos. Por tltimo, el KMLS se refiere al conocimiento
de como se sittia lo que se esta ensenando en los estiandares curriculares
propios del contexto donde se ensefia, junto con otras posibles recomen-
daciones sobre la capacidad del alumnado para comprender, construir
y utilizar las matematicas. Las concepciones del profesorado se refieren
a sus ideas e imagenes sobre qué son las matematicas, como se generan,
cémo se aprenden y cémo se ensenan.
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Aunque el diseno y refinamiento de las tareas formativas que presen-
tamos se fundamentan en el modelo MTSK, como ya se ha senalado,
hemos procurado describirlas sin que sea necesario el conocimiento del
modelo. De este modo, el lector no familiarizado con esta perspectiva
tedrica puede seguir las propuestas sin dificultad. Para estos lectores que
deseen conocer mejor el modelo, sugerimos consultar algunas referencias
introductorias al modelo MTSK (ademas de las ya citadas: Climent et al.,
2021; Escudero-Avila et al., 2015; Munoz-Catalan et al., 2015). El lector
familiarizado o interesado en profundizar puede encontrar una expli-
cacién mas detallada del conocimiento especializado que se pretende
desarrollar con cada tarea formativa en las tablas de conocimiento espe-
cializado organizadas por dominio, subdominio y categoria, de acuerdo
con la tabla 1, que se incluyen como parte de cada tarea.

Tabla 1. Dominios, subdominios y categorias de conocimiento del modelo MTSK.
(Adaptacion de Escudero-Avila, 2023, basada en Carrillo et al., 2022).

Subdominios Categorias asociadas al subdominio

Fenomenologia y aplicaciones

Definiciones, propiedades y sus fundamentos

Registros de representacion

KoT Procedimientos ¢Como se hace?

¢Cudndo puede hacerse?

¢Por qué se hace asi?

Caracteristicas del resultado

Conexiones de complejizacion

G Conexiones de simplificacion

o KSM
matematico Conexiones transversales

Conexiones auxiliares

La practica de demostrar Desarrollo de demostraciones
M¢étodos y tipos de demostracion
Funciones de la demostracion

KPM  La practica de definir Caracteristicas de la definicion
La practica de resolver problemas Estrategias para resolver problemas
El papel del lenguaje matematico Papel de los simbolos

Uso del lenguaje

12
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Subdominios Categorias asociadas al subdominio
Conocimiento Teorias sobre ensefianza Personales
didactico del

contenido Institucionales

KMT

Recursos didacticos (fisicos y digitales)

Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

Teorias sobre aprendizaje Personales

Institucionales

KFLM Fortalezas y debilidades en el aprendizaje de las matematicas

Formas de interaccion de los estudiantes con el contenido matematico

Aspectos emocionales del aprendizaje de las matematicas

Resultados de aprendizaje esperados

KMLS Nivel de desarrollo conceptual o procedimental esperado

Secuenciacion de temas

Cada una de las tareas formativas de este material se divide en tres
bloques:

. Una descripciéon detallada de los fundamentos teéricos y metodo-
l6gicos a partir de los cuales se ha disefiado la tarea, las actividades
propuestas, sus objetivos, los materiales necesarios y las orientacio-
nes didacticas que debe conocer quien dirige la formacion.

. Una tabla detallada de los conocimientos matematicos especializa-
dos (desde la perspectiva del modelo MTSK), organizada por subdo-
minio y categoria, que se pretenden desarrollar en cada una de las
actividades propuestas en la tarea.

. Hojas de trabajo para cada tarea formativa, disefiadas para que quien
dirige la formacion las utilice directamente en el aula. Estas hojas
estaran también disponibles para descargar en formato editable.

Las tareas formativas que presentamos estan orientadas a la formacion

inicial de profesorado de Educacién Primaria (ocho tareas), a la forma-
cién inicial de profesorado de Educacién Infantil (la primera tarea) o a
la formacion de profesorado de Educacién Secundaria (las tres tltimas
tareas: la primera de ellas, orientada a la formacion inicial, y las restantes,
a la continua).

A continuacién presentamos brevemente el contenido de las tareas y

su organizacion en el libro.
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La primera tarea formativa, «Construccién de una definiciéon en Edu-
cacion Infantil. El caso del rectangulo», estd dirigida al futuro profesorado
de Educacion Infantil y busca suscitar una reflexion sobre las caracteris-
ticas de una definicion y el papel que desempenan los distintos tipos de
propiedades de un determinado concepto en ella. Ademads, pretende que
se reconozca la practica de definir como propia del trabajo matematico,
lo cual requiere un desarrollo de habilidades desde Educacion Infantil. La
tarea parte de la comprension de que la identificacién y la comparacion
son procedimientos matematicos precursores de la definicién y resultan
fundamentales en esta etapa.

A continuacién presentamos tres tareas orientadas a la formacién ini-
cial de profesorado de Educacion Primaria en relaciéon con la ensenanza
de las fracciones (las dos primeras centradas en el desarrollo de conoci-
miento especializado y la tercera en su evaluacion). La tarea formativa
«Introduccién a la suma de fracciones. Reflexion didactica sobre el uso de
un modelo de areas» busca que el profesorado en formacion reconozca
las caracteristicas matematicas y didacticas del modelo de areas como
recurso manipulativo para introducir la suma de fracciones en Primaria.
A través del analisis y la discusion de actividades, se implica al profesora-
do en formacion en la problematica de la introduccion al trabajo con las
operaciones con fracciones en la ensefianza basica y con los significados
propios del concepto de fraccién. Por su parte, en la tarea «Interpreta-
cion parte-todo de las fracciones», el profesorado en formacién puede
reflexionar sobre los significados de fraccién parte-todo y operador a
partir de una situacion de reparto equitativo. Esto ayudara a identificar
que el ndmero racional expresa una operacién multiplicativa sobre una
cantidad (todo o unidad), ademads de analizar posibles dificultades del
alumnado de Educacién Primaria al resolver este tipo de problemas. Por
altimo, la tarea «Evaluacién del conocimiento especializado del profeso-
rado de matematicas construido a través de la formulacién de problemas
de fracciones» tiene por objetivo evaluar el KoT y el KFLM del profesorado
en formacién en relacion con las fracciones y los problemas aditivos y
multiplicativos, asi como identificar dificultades en la formulacién de
problemas. Con esta tarea, quien dirige la formacién tiene la oportuni-
dad de revisar los conocimientos desarrollados y de revisar o revisitar
conceptos relacionados con este contenido.

La siguiente tarea persigue el desarrollo de conocimiento sobre la
ensefianza y el aprendizaje de la probabilidad en el futuro profesorado
de Primaria. En esta, denominada «Construccion de razonamiento pro-
babilistico a través de la prediccién», se procura que el profesorado en
formacion reconozca el razonamiento probabilistico como resultado de
una actitud racional frente a la incertidumbre o la falta de informacién, y
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desarrolle conocimiento matemdtico sobre inferencia estadistica informal
a través del trabajo con situaciones distintas de las cldsicas de dados y
urnas de composiciéon conocida, relacionadas con la prediccion.

Hemos querido incluir una tarea formativa que aborde la ensefianza
inclusiva de las matematicas. Por ello, la tarea «El problema de la arqueé-
loga. Resolucion de problemas de generalizacion desde un enfoque inclu-
sivo» acomete la formacién para trabajar en el aula de Primaria la practica
de generalizar desde una perspectiva inclusiva. Asi, en esta tarea se pro-
pone resolver un problema de generalizacion para que el profesorado en
formacion discuta distintas estrategias de resolucion y reflexione sobre
las posibles dificultades que podria encontrar el alumnado de Primaria
al resolverlo. Ademas, se busca que el profesorado en formacién examine
las estrategias de resolucion manifestadas por escolares con sindrome de
Asperger (TEA) y reflexione sobre las caracteristicas que pueden influir
en el proceso de resolucién en estos casos.

A continuacién nos centramos en la formacion inicial para la ensefian-
za de poligonos en Primaria, con dos tareas formativas en torno a la defi-
nicion de poligono. La tarea «Definicién de poligono» busca desarrollar la
mirada profesional del profesorado en formacién sobre la identificacion
del pensamiento del alumnado, la interpretacion y disenio de actividades.
Ademas, se pretende propiciar la reflexién sobre las caracteristicas de la
practica matematica de definir en el contexto de los poligonos mediante
la identificacién de ejemplos, contraejemplos y no ejemplos ttiles para
establecer una definicién del concepto de poligono. Seguidamente se
propone la tarea «Reconstruccién de la definicion de poligono para su
ensenianza», en la que el profesorado en formacion, ademas de identificar
los elementos matematicos que componen la definicién de poligono,
pueda contribuir al aprendizaje de la practica matematica de definir en
el alumnado de Primaria y valorar el papel de los contraejemplos como
herramienta de validacién en el aula, analizar posibles dificultades de los
estudiantes de Primaria y considerar las potencialidades y limitaciones
de los conjuntos de ejemplos para la ensefianza.

Seguidamente se muestran dos tareas que pueden emplearse para la
formacion de maestros de Primaria o Secundaria, puesto que el conte-
nido se sittia en el momento de transito entre ambas etapas. En primer
lugar se presenta la tarea «Procesos de conjeturacion, razonamiento y
demostracién usando relaciones angulares: angulo inscrito en la circun-
ferencia». En ella se busca que el profesorado en formacion sea capaz
de detectar relaciones y patrones que permitan la formulacién y com-
probacién de conjeturas matematicas, diferencie entre razonamientos
inductivos, deductivos y abductivos, y reconozca su papel en la construc
cion y validacion del conocimiento matematico. Ademds, se proponen
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actividades para explorar el potencial de GeoGebra como software de
geometria dindmica para formular y comprobar conjeturas, frente al uso
de herramientas fisicas de dibujo. Se busca también la reflexién sobre los
procesos de conjeturar y demostrar, y la relacion de posibles comporta-
mientos en estos procesos con los niveles de Van Hiele. Posteriormente
se propone la tarea formativa «;Ddnde estdn los poligonos en los poliedros?»,
en la que el profesorado en formacién, ademas de reflexionar sobre las
implicaciones de las practicas matematicas de definir y de clasificar en
geometria, reconoce elementos y caracteristicas de cuerpos geométricos
traslicidos y opacos, y establece relaciones y diferencias respecto de las
figuras geométricas planas. En esta tarea también se analizan errores y
dificultades de aprendizaje que pueden presentarse en el aula cuando se
estudian los cuerpos geométricos en Primaria, y se evaliian la potenciali-
dad y las limitaciones de diversas actividades de ensefianza de poliedros,
asi como del uso de recursos didacticos en la planificacion de clases.

Cerramos el conjunto con dos tareas formativas para la formacién
continua del profesorado de Secundaria. En primer lugar se presenta la
tarea «Atribuyendo significado a la rotacion», cuyo objetivo es que el pro-
fesorado desarrolle su conocimiento interpretativo (Mellone et al., 2020)
mediante el andlisis de producciones del alumnado y la identificacion de
las principales dificultades y errores que este suele cometer en el ambito
de la rotacion. Se pretende también ampliar su conocimiento especiali-
zado sobre las propiedades, fundamentos y definicion de rotacion, los
procedimientos empleados para identificarla, asi como las conexiones
entre la rotacién y otras transformaciones geométricas isométricas y la
simetria. Por dltimo, se presenta la tarea «Conocimiento especializado
e interpretativo del profesorado de matematicas en el contexto de divi-
sion de fracciones». En ella se busca que el profesorado en formacién
plantee distintas estrategias para resolver divisiones de fracciones, como
la estimacion, reflexione sobre posibles dificultades del alumnado de
Educacion Secundaria, reconozca estrategias de ensenanza inclusiva para
atender dichas dificultades basadas en el uso de material manipulativo
y de representacion pictorica, plantee problemas que den sentido a esta
operacion y evalte los procedimientos del alumnado.

Como puede constatarse, las tareas abordan la formacion en relacion
con distintos topicos matematicos (aritméticos, geométricos, probabilisti-
cos) y con diferentes practicas matematicas (como generalizar, demostrar
o definir). En ocasiones hemos querido mostrar como puede abordarse
el desarrollo de conocimiento especializado sobre la ensefianza de un
tema de diversos modos o para diferentes niveles educativos (por ejem-
plo, Educacién Infantil y Educacién Primaria), lo que nos ha llevado
a presentar varias tareas en torno a mismo contenido. Ademas, en su
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conjunto, las tareas ofrecen ejemplos de desarrollo de conocimiento re-
lativos a los diferentes subdominios del conocimiento especializado del
profesorado de matematicas, si bien cada una se centra en subdominios
0 categorias concretos.

Deseamos que este conjunto de tareas resulte 1itil tanto para la practica
como para la reflexion y el estudio de quienes formamos a profesorado
para la ensenanza de las matematicas.

Los editores
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Formacion inicial
Nivel al que se dirige la tarea: Grado de Maestro en Educacion Infantil
Duracion aproximada de la aplicacion: 4 horas

Fundamentacion

«La definicion» es una practica genuina del trabajo matematico. En con-
textos escolares, la practica de definir aporta elementos que considerar
en el proceso de conceptualizacion, el cual pretende sistematizar el co-
nocimiento existente (descriptivo o a posteriori) o producir conocimiento
nuevo (constructivo o a priori) (De Villiers, 2009). Diversos autores (p. €j.,
Leikin y Zazkis, 2010) consideran importante que esta practica forme
parte del repertorio de conocimiento del profesor de matematicas y no-
sotros hemos extendido esta consideracion al profesorado de Educacion
Infantil (EI).

Cabe cuestionarse por qué proponemos trabajar con la practica de
definir en la formacion inicial del profesorado de EI si en sus clases
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no se abordan definiciones formales, al no ser estas un objetivo de
aprendizaje del alumnado de esta etapa. En primer lugar, este trabajo,
junto con el enfoque adoptado a lo largo de su formacion en el grado,
permite al futuro profesorado conocer las caracteristicas de la mate-
matica como disciplina cientifica. Asi, es importante que conozca los
rasgos de una definiciéon formal y el papel de las propiedades relevan-
tes, irrelevantes e incorrectas en su proceso de construccién. Ademas,
al particularizar en un concepto concreto, como el rectangulo, el pro-
fesorado en formacion reconoce y reflexiona sobre nociones como
la «<minimalidad» y la «jerarquia» de una definicién (Escudero et al.,
2014), lo cual le ayuda a valorar la importancia del rigor matematico
y de la precisién del lenguaje. En segundo lugar, trabajar la definicién
permite abordar las figuras geométricas en esta etapa con un enfoque
matemadtico mds formal y robusto, es decir, establecer las bases con-
ceptuales y de razonamiento para la construccion de definiciones en
cursos posteriores.

Reconocer como evoluciona el razonamiento geométrico permite al
profesorado de EI saber como razona su alumnado, como visualiza las
figuras geométricas y hacia dénde orientarlo. Dado que el alumnado
suele observar las figuras como un todo, el profesorado debe fomentar
que fragmente esa imagen global para identificar sus elementos consti-
tutivos y sus propiedades (Gutiérrez y Jaime, 1998). Asi, es crucial que
el profesorado en formacion de EI reflexione sobre qué propiedades
puede conocer el alumnado, cudles es capaz de intuir y qué procesos
lo ayudan a fragmentar analiticamente las figuras geométricas para
identificar dichas propiedades. La comparacion entre figuras geomé-
tricas y la identificacion de propiedades son practicas matematicas
precursoras del proceso de definicion; de hecho, este enfoque se ha
propuesto como caracterizador del subdominio de conocimiento de
la practica matematica en este perfil profesional (Munoz-Catalan et
al., 2022).

El conocimiento de la diferenciacién entre imagen y definicion de
un concepto (Tall y Vinner, 1981) permite al profesorado tomar deci-
siones sobre qué ejemplos y contraejemplos seleccionar; qué conjunto
de imdgenes puede ser potente y adecuado para la edad del alumnado
y qué tipos de actividades ayudardn a este a construir nuevos cono-
cimientos junto con los procedimientos precursores de la definicién
antes mencionados.

Esta tarea ayuda al profesorado en formacién a reconstruir su cono-
cimiento geométrico y a tomar conciencia de sus propias limitaciones
conceptuales, lo cual es fundamental para una mejora continua.
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Objetivos generales
Se busca que el profesorado en formacion:

1. Comprenda las caracteristicas de una definicion y el papel que jue-

gan los distintos tipos de propiedades de un determinado concepto

en ella (relevantes, irrelevantes e incorrectos).

Desarrolle la practica matematica de definir.

Defina un objeto geométrico: el rectangulo.

Conozca cémo se construye la definiciéon en EIL

Entienda la diferencia entre «<imagen del concepto» y «definicion de

concepto» y su papel en la construccién de la definicién desde la

perspectiva del aprendizaje.

6. Identifique qué conjuntos de imdgenes serian potentes para que el
alumnado construya la definicion de rectangulo.

7. Reconozca que la identificacién y la comparacién son procedimien-
tos matematicos precursores de la definicién y son clave en EI.

8. Valore el papel de la practica matematica de definir en EI como modo
de promover el avance en la comprension de los conceptos geométricos.

9. Identifique la definicién como practica matematica en EI.

SRS

Conocimientos, habilidades o competencias previas
necesarias

El profesorado en formacién de EI que aborde esta tarea deberia dominar
la nocién geométrica de espacio (diferencidandola de la que manejan otras
disciplinas) y conocer las orientaciones para trabajar este contenido tanto
de asociaciones profesionales —como el National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM)—' como del curriculo oficial, entre otras.
Asimismo, es necesario que el profesorado en formacion haya reflexio-
nado sobre qué es y qué no es tener conocimiento geométrico. Siguiendo
a Canals (1997), el conocimiento geométrico no consiste en saber iden-
tificar visualmente determinadas formas y saber nombrarlas. El cono-
cimiento geométrico implica necesariamente los siguientes procesos: la
«exploracion» consciente del espacio; la «comparacién» de elementos y el
«establecimiento de relaciones» entre ellos; y la «<expresion verbal» tanto
de las acciones realizadas como de las propiedades observadas, con la
finalidad de conseguir su «interiorizacion». Esta autora advierte de que,

1. El NCTM es una organizaciéon estadounidense dedicada a mejorar la ensenanza y el
aprendizaje de las matematicas.
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cuando se prescinde de dicha exploracion —como ha ocurrido habitual-
mente en la ensenanza de la geometria—, el conocimiento resultante es
meramente memoristico y no geométrico. Pero también senala que, si
la exploracién del espacio carece de actividad consciente y reflexiva, el
conocimiento resultante es meramente sensorial o motorico.

Estos procesos van seguidos de otros mas sofisticados: «descubrir
propiedades de las figuras y transformaciones; construir modelos para
expresar dichas propiedades plasticamente; combinar las nociones, des-
trezas y resultados obtenidos; elaborar conclusiones a partir de ellos, y
finalmente formular unas primeras leyes generales» (Canals, 1997, p. 32).
Estos tiltimos procesos no son objeto de interés en la etapa de EI.

Por ultimo, sugerimos a quien dirige la formacién que, antes de co-
menzar con la actividad, solicite al profesorado en formacién leer de
forma individual las caracteristicas de una definicion en matematicas
que aparecen en Escudero et al. (2014).

Orientaciones generales para quien dirige la formacion

La tarea aborda elementos de conocimiento especializado del profeso-
rado en formacion de EI en relacion con las figuras geométricas y su
definicién, particularizando la reflexion en el caso del rectangulo. Pri-
mero, el profesorado realiza las actividades de forma individual y luego,
en equipos de 4 o 5 personas, discute y consensuia sus respuestas, que
recogera en un documento. A continuacién, se produce la discusién en
gran grupo. Es importante que diferencien su trabajo inicial de lo que
después corrigen o completan tras el debate para hacerse conscientes de
sus errores y de su aprendizaje. Dicho documento formara parte de la
evaluacién de la tarea.

En los momentos de trabajo en grupo, quien dirige la formacién ob-
serva el trabajo que desarrolla el profesorado en formacién y lo ayuda a
reflexionar, profundizary avanzar. En la discusion ha de atender al rigor
y a la precision del lenguaje, promover la participacién general y propiciar
la variedad y riqueza de las respuestas.

En el resto de la tarea solo se mencionara al formador si se requiere
que desempenie un papel especifico.

Recursos fisicos o virtuales

» Hojas de trabajo para el profesorado en formacion en formato fisico
o digital editable.
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1. Construccion de una definicion en Educacion Infantil: el caso del rectdngulo

Actividad 1. Externalizacion de la imagen conceptual
y construccion de una primera definicion del rectangulo

Descripcion

La actividad comienza con la puesta en comun de la lectura de las caracteristicas de
una definicion en matematicas de Escudero et al. (2014). Se espera que, a lo largo de
la tarea, el profesorado vaya dotandolas de significado, aunque conviene incidir en
las caracteristicas de «jerarquian y «minimalidads.

A continuacion, cada miembro del grupo externaliza su imagen del concepto
dibujandola en el documento, ya sea a mano alzada o usando alguna herramienta
como GeoGebra. Después, el grupo proporciona una definicion consensuada y se
realiza una puesta en comun agil que permita comparar las imagenes dibujadas y
las definiciones propuestas.

Objetivos especificos

» Tomar conciencia de la imagen que el profesorado en formacion tiene del con-
cepto de rectangulo y compararla con la de sus pares.

» Construir de manera consensuada una definicion de rectangulo aplicando las
caracteristicas de una definicion segun Escudero et al. (2014).

Orientaciones didacticas

Quien dirige la formacion debera tener en cuenta que normalmente el profesorado
en formacion:

» Suele coincidir en la posicion estandar del rectangulo e incluso, en algunos casos,
asignarle un color especifico, principalmente el azul.

» No suele reparar en la coincidencia de las representaciones y comienzan a redac-
tar la definicion de rectangulo sin considerar las caracteristicas de la definicion
leidas previamente.

» Tiende a incluir el mayor numero de propiedades posibles (con lo cual resulta
redundante) y a enfatizar la diferencia de longitud entre los lados contiguos, lo
que excluye al cuadrado de la definicion.

» Emplea un lenguaje que carece de precision y de rigor.

Quien dirige la formacion no debe intervenir para cuestionar o corregir; lo in-
teresante es que ponga de relieve que la mayoria del profesorado en formacion, si
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no la totalidad, ha coincidido en la representacion del rectangulo. Es suficiente con
que uno o dos grupos expongan la definicion y solo se solicite la intervencion de
los demas si esta incluyera alguna caracteristica no contemplada anteriormente o
si alguien quisiera matizar o corregir alguna idea.

Actividad 2. Seleccion de rectangulos en un conjunto de
figuras planas y justificacion de las figuras que no lo son

Descripcion

Al comienzo de la actividad, el profesorado en formacidn trabaja en sus respectivos
grupos. Se le muestra la figura 1.1 y se le pregunta: «;todas las figuras podrian
considerarse ejemplos de rectangulos?». Si la respuesta es negativa, ha de justificar
por qué.

Figura 1.1. Ejemplos de figuras geométricas que podrian o no ser rectangulos.

A continuacion, se realiza una puesta en comun en la que quien dirige la forma-
cion puede dibujar una tabla en la pizarra para recopilar qué figuras geomeétricas
identifica el profesorado en formacion como rectangulos, cuales noy por qué.

24



1. Construccion de una definicion en Educacion Infantil: el caso del rectdngulo

Objetivos especificos

» Enriquecer el imaginario conceptual del profesorado en formacion en relacién
con el rectangulo.

» Identificar diferentes representaciones graficas del rectangulo que son
equivalentes.

» Reconocer figuras geométricas que no son rectangulos e identificar las propie-
dades incorrectas respecto del concepto.

Orientaciones didacticas

Normalmente, el profesorado en formacion excluye de la clase de los rectangulos la
figura 9, por sus esquinas redondeadas; la figura 6, por ser «un rombon, y la figu-
ra 10, por ser «un cuadrado». Ante esta situacion, quien dirige la formacion puede
tener preparado un cuadrado, ponerlo en la posicion estandar (con un lado paralelo
a la horizontal), girarlo y preguntar en qué figura se ha convertido para incidir en la
irrelevancia de la posicion.

La figura 4 suele generar mas debate porque la longitud de sus lados contiguos
es muy similar. El profesorado en formacién suele basar su discurso en apreciaciones
perceptivas; conviene orientarlo hacia argumentos mas rigurosos. Por ejemplo, quien
dirige la formacion puede sugerirle que utilice una tira de papel o un instrumento
similar para comparar la longitud de los lados contiguos y comprobar si es la misma.

Se ha optado por usar el color para representar las figuras geométricas, puesto que se
pretende poner de relieve la superficie y no solo el contorno. Si quien dirige la formacion
lo considera oportuno, puede repartir las figuras geométricas recortadas en cartulina o
un material similar; de este modo, el profesorado en formacion podria observar que la
posicion espacial es una propiedad irrelevante, algo que tendra en cuenta tanto para en
esta actividad como en la siguiente. Quien dirige la formacion decidira qué otros posibles
ejemplos (con otra inclinacion o medida) o contraejemplos (figura abierta, con lado curvo,
etc.) puede incluir aqui, con el fin de aportar variedad a la pregunta 6.2 de la actividad 6.

Actividad 3. Identificacion de las propiedades que tiene
o no el rectangulo

Descripcion

El profesorado en formacidn, organizado por grupos, debe elaborar un listado de las
propiedades que observa en el conjunto de figuras geométricas identificadas como
rectangulos y otro con las propiedades de las figuras consideradas no rectangulos.

25



Tareas para la formacién del profesorado para ensefiar matematicas

En la sequnda fase de puesta en comun, quien dirige la formacion puede dibujar
en la pizarra una tabla de dos columnas donde recopilar las propiedades que indica el
profesorado en formacion. Esta disposicion facilita la comparacion vy la identificacion
de propiedades en las que no se suele reparar inicialmente.

Objetivo especifico

» Identificar exhaustivamente las propiedades del rectangulo como consecuencia
de «desmenuzar» o «descomponer» el concepto.

Orientaciones didacticas

Puede que algunos grupos identifiquen varias propiedades, pero solo de tipo es-
tructural. Quien dirige la formacion puede proporcionar una propiedad a modo de
ejemplo que sirva de inspiracion al profesorado en formacion para pensar en otras
relacionadas, como, por ejemplo, figura cerrada.

En la puesta en comun se debe propiciar que emerjan todas las propiedades
posibles (como figura geométrica plana y poligono). También es interesante que
el profesorado reflexione sobre propiedades mas estructurales, como la simetria,
la concavidad o la convexidad de los angulos. En el caso de las propiedades de
las figuras geométricas que no son rectangulos, pueden considerarse otras figu-
ras geométricas no representadas en la figura 1.1. Interesan tanto las propiedades
mas estructurales (medida de anqulos, paralelismo de lados opuestos) como las
precursoras (figura plana, cerrada, que tiene superficie). El objetivo es, por un lado,
«descomponer» el concepto de rectangulo, lo que permitira abordar otras actividades
relacionadas con su aprendizaje en infantil, y, por otro lado, sentar las bases para
que el profesorado en formacion relacione propiedades matematicas, algo necesario
para poder construir una definicion formal en matematicas.

En este momento resultara util, por ejemplo, que surjan propiedades como: po-
ligono, figura cerrada, contorno y superficie, cuadrilatero, paralelogramo. En activi-
dades posteriores se abordaran las relaciones jerarquicas entre ellas.

Actividad 4: Identificacion de propiedades relevantes,
irrelevantes e incorrectas del concepto de rectangulo
y construccion de una definicion formal

Descripcion

En el documento de trabajo grupal, el profesorado en formacion dispone de una carac-
terizacion de las propiedades relevantes, irrelevantes e incorrectas de un concepto. Quien
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dirige la formacion debe completar esta informacion explicando el papel de los ejemplos y
contragjemplos en la construccion del concepto: las propiedades relevantes e irrelevantes
estan presentes en los ejemplos; las propiedades incorrectas, en los contragjemplos.

A continuacion, el profesorado en formacion debe determinar de qué tipo son
las propiedades identificadas en la actividad anterior. Se le invita a completar una
tabla de tres columnas para facilitar la comparacion.

En la puesta en comun, quien dirige la formacion recoge las respuestas de todos
los equipos en la pizarra en una tabla con idéntica estructura. En la columna de las
propiedades relevantes conviene diferenciar aquellas que son criticas y que, por tanto,
habra que considerar para la construccion de la definicion.

A continuacion, se pide al profesorado que construya de nuevo una definicion
formal del concepto de rectangulo, atendiendo a las propiedades identificadas como
criticas (dentro de las relevantes) y a las caracteristicas de una definicion en ma-
tematicas (Escudero et al, 2014). Esta tarea se realiza en grupo para elaborar una
propuesta consensuada.

Objetivos especificos

» Conocer los tres tipos de propiedades (relevantes, irrelevantes e incorrectas) y
el papel que juega cada tipo en el proceso de construccion de una definicion en
matematicas.

» Saber identificar las propiedades relevantes (y criticas), irrelevantes e incorrectas
respecto del concepto de rectangulo.

» Reconocer el papel de los ejemplos y los contraejemplos en la construccion de
un concepto.

» Comprender cdmo el abuso de propiedades irrelevantes en los ejemplos limita la
construccion del concepto.

» Identificar propiedades presentes en los ejemplos que actuan como distractores
para el alumnado de El en la construccion del concepto de rectangulo.

» Construir una definicion formal de rectangulo considerando las caracteristicas
de una definicion en matematicas y los atributos trabajados en las actividades
anteriores.

Orientaciones didacticas

A'lo largo de esta actividad, el profesorado en formacion suele confundir las pro-
piedades irrelevantes con las incorrectas. Conviene aprovechar esta confusion para
trabajar varios aspectos. En primer lugar, destacar cuales serian las propiedades
irrelevantes del concepto de rectangulo (por ejemplo, que el lado de mayor longitud
sea paralelo a la horizontal o que un lado mida aproximadamente el doble que el
contiguo. En sequndo lugar, explicar que estas propiedades condicionan el razona-
miento que los aprendices y que, por ello, conviene variar los ejemplos. Por ultimo,
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es importante que el profesorado valore en qué medida estas propiedades estan
presentes en la figura que represento en la actividad 1.

Con el fin de preparar el trabajo posterior sobre la construccién de la definicion
formal de rectangulo, una vez completada la tabla, conviene que el profesorado re-
lacione las siguientes propiedades relevantes: figura plana, figura cerrada, poligono,
cuadrilatero y paralelogramo. Las tres ultimas suelen presentar especial dificultad.

Cuando el profesorado en formacion construye su definicion, quien dirige la forma-
cion debe alentarlo a que valore la correccién matematica de esta y el cumplimiento de
los requisitos discutidos. Es posible que las definiciones que proporcione el profesorado
en formacion sigan siendo redundantes y no respeten el criterio de jerarquia, debido a la
dificultad para relacionar propiedades. Las respuestas a esta actividad pueden servir para
evaluar como se desarrolla el conocimiento del profesorado a lo largo de la actividad.

No es necesaria la puesta en comun, dado que la siguiente actividad, centrada
en las definiciones proporcionadas, favorece el debate sobre la definicién formal
del rectangulo.

Actividad 5. Analisis y seleccion de la definicion de
rectangulo optima desde un punto de vista formal

Descripcion

El profesorado en formacién debe analizar en equipos la idoneidad de cuatro defi-
niciones del rectangulo encontradas en libros de texto y seleccionar razonadamente
la dptima desde un punto de vista riguroso matematico (formal):

1. Figura geométrica de cuatro lados de dos longitudes distintas (de la misma lon-
gitud los lados opuestos) que forman cuatro angulos rectos.

2. Es un cuadrildtero, con dos pares de lados paralelos, los cuales forman angulos
rectos entre si. Los lados opuestos tienen la misma longitud.

3. Es un paralelogramo cuyos cuatro lados forman angulos rectos entre si.

4. Es un paralelogramo con un angulo recto.

El profesorado trabaja primero en grupo; después se realiza una puesta en comun
y se discuten las propuestas.

Objetivos especificos

» Utilizar argumentos precisos y rigurosos para valorar la adecuacion matematica
de definiciones del rectangulo.
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» ldentificar las principales caracteristicas de una buena definicion en mate-
maticas.
» Identificar definiciones equivalentes del rectangulo.

Orientaciones didacticas

La definicion 1 permite discutir la relacion entre el cuadrado y el rectangulo y
cuestionar hasta qué punto son figuras geométricas tan diferentes. El formador
puede recurrir a la imagen de un marco formado por dos barras horizontales
paralelas y dos barras verticales moviles que las conectan. Al desplazar las ba-
rras verticales, se obtienen rectangulos de diferentes proporciones. Se pregunta
al profesorado si la figura sigue siendo un rectangulo a medida que las barras
verticales se acercan; la respuesta siempre es afirmativa. Solo cuando la anchu-
ra del marco iguala su altura, el profesorado cambia de denominacion y llama
cuadrado a la figura resultante.

La definicion 2 sirve para profundizar en la caracteristica de «minimalidad» de
una definicion en matematicas y discutir si la expresion «los lados opuestos tienen
la misma longitud» excluye el cuadrado.

Las definiciones 3 y 4 pueden presentarse conjuntamente. Quien dirige la
formacion puede utilizar recursos como GeoGebra o geotiras, especialmente
utiles en la definicion 4 dada la dificultad del profesorado en formacion para
asumir que un angulo recto en un paralelogramo implica que los otros tres
también lo sean.

Actividad 6. Imagen y definicion del concepto en el caso del
rectangulo

Descripcion

A partir de las aportaciones de Tall y Vinner (1981) sobre la imagen v la definicion de
un concepto, el profesorado debe responder a las siguientes preguntas:

6.1. ;Qué propiedades del rectangulo considerais que se deberian destacar
en EI?

6.2. A la vista de los ejemplos propuestos en la figura 1.1: sel alumnado podria
construir una imagen del concepto rica? ;Hay representaciones redundantes?
¢Falta alguna? Justificad vuestra respuesta.

6.3. Analizad la ficha de El de la figura 1.2 y, si la considerais incompleta, indicad
qué representaciones afiadiriais y pomorado qué.
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Figura 1.2. Ficha de El sobre el rectangulo, inspirada en https://www.edufichas.com/
matematicas/figuras-geometricas/

Al igual que en actividades previas, el profesorado trabaja primero en grupo y

después pone en comun y discute sus respuestas.

Objetivos especificos

»

Valorar qué propiedades relevantes del rectangulo puede comprender el alum-
nado de El.

Disponer de argumentos para determinar si un conjunto de imagenes del rec-
tangulo es suficientemente rico y variado —en ejemplos y contraejemplos— para
que el alumnado construya el concepto.

Comprender el papel de los ejemplos y los contraejemplos en la construccion
de un concepto

Ser capaz de analizar un disefio didactico desde un enfoque didactico matematico.
Elaborar un banco de imagenes asociadas al rectangulo, rico en ejemplos y con-
tragjemplos adaptados a El.

Identificar las limitaciones que supone para la construccion del concepto abusar
de ejemplos con valores estereotipados en las propiedades irrelevantes.

Orientaciones didacticas

Esta actividad aborda la definicidn del rectangulo desde la perspectiva de El. Se
pretende que el futuro profesorado reflexione sobre qué propiedades del rectangu-
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lo puede comprender e intuir el alumnado de esta etapa. Por ejemplo, en Educacion
Infantil, no es posible hablar de conceptos como poligono o paralelogramo, pero
el alumnado si puede apreciar propiedades como figura cerrada o con superficie,
propias del enfoque topologico, que es el primer enfoque geométrico con el que se
accede a la comprension del espacio (Vanegas, 2018). También resulta interesante
introducir el concepto de /ado recto y que los alumnos aprecien que la figura
tiene cuatro veértices o esquinas. El formador puede preguntar al profesorado en
formacién qué otras propiedades consideran que podria intuir el alumnado y de
qué modo.

La pregunta 6.2 pretende que el profesorado analice la figura 1.1 de la ac-
tividad 2 y valore si el conjunto de ejemplos y contraejemplos del concepto de
rectangulo seria adecuado para trabajarlo en El. En general, la ilustracion es rica
en ejemplos, pero no en contraejemplos. La identificacion de propiedades propias
de El en el apartado 6.1 deberia llevar al profesorado a pensar en contraejemplos:
una figura abierta, una figura con solo contorno o un poligono con un nimero de
lados distinto de cuatro para que, mediante la comparacion, identifique el nume-
ro de lados del rectangulo. Quien dirige la formacidn también debe promover la
reflexion sobre la pertinencia de los contraejemplos formulados. Por ejemplo, en
relacion con el concepto de figura cerrada, se podrian plantear los contragjemplos
de la figura 1.3, y hacer reflexionar al profesorado sobre su idoneidad con la pre-
gunta: «;,Cual de estas figuras geométricas seria mas adecuada?». Aunque ambas
son figuras abiertas, la de la izquierda puede invitar a argumentar que no es un
rectangulo porque tiene tres lados.

Figura 1.3. Contraejemplos del rectangulo: figuras no cerradas.

Respecto a la pregunta 6.3, se trata de que el profesorado compruebe que ya
dispone de criterios profesionales para analizar propuestas didacticas y de que los
utilice para valorarlas y completarlas. La ficha que se proporciona muestra un rec-
tangulo en posicion estandar, ya sea en vertical o en horizontal, con un lado de
aproximadamente el doble de longitud que el contiguo.
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Actividad 7. Caracteristicas de las tareas para iniciar
la practica de definir en El

Descripcion

El profesorado en formacion debe leer y comprender los niveles de razonamiento
geométrico de Van Hiele (Gutiérrez y Jaime, 1998), reflexionar sobre la forma
que adopta la definicion en El y disefiar actividades para ayudar al alumnado a
avanzar del nivel de visualizacion al de analisis. Debera responder a las siguientes
preguntas:

7.1. ¢Qué forma adopta una definicion de un concepto matematico en EI? Dicho de
otro modo ¢como es una definicidn en esta etapa?

7.2. En el caso del rectangulo, ¢qué definicion del rectangulo seria aceptable (o
esperable) considerando el nivel de desarrollo del alumnado y el contenido que
se trabaja?

7.3. ¢Qué actividades se deberian proponer para que el alumnado pueda comenzar
a evolucionar desde el primer nivel de «visualizacion» de Van Hiele al siguiente
nivel de «analisis»?

Se deja un tiempo de trabajo en grupo para que el profesorado en formacion
reflexione y discuta, y, a continuacion, se procede a la puesta en comun.

Objetivos especificos

» Conocer los niveles de razonamiento geométrico del modelo de Van Hiele.

» Reflexionar sobre la forma que adopta una definicion en El.

» Comprender que la identificacion y la comparacion son procedimientos mate-
maticos precursores de la definicion y claves en esta etapa escolar.

» Reconocer las dos logicas opuestas: la empleada en la construccion de una
definicion matematica formal y la empleada en El.

» Comprender que la finalidad de trabajar la definicion en El es ayudar al alumnado
a avanzar del primer al seqgundo nivel de Van Hiele.

» Valorar qué actividades relacionadas con la definicion se pueden proponer en
El para promover el avance del primer al segundo nivel de razonamiento del
modelo de Van Hiele.

Orientaciones didacticas

La pregunta 7.1 requiere conocer el modelo de Van Hiele sobre los niveles de ra-
zonamiento geométrico. Se le puede proporcionar la descripcion de dicho modelo
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presente en Mufioz-Catalan et al. (2013), preparada para la formacion inicial de
maestros. Quien dirige la formacion debe incidir en lo que caracteriza y distingue a
los dos primeros niveles, que son los propios de esta etapa escolar.

Quien dirige la formacion debe promover la discusion sobre la caracterizacion de
una definicion en El, proceso que se inicia con la identificacion de las propiedades
de las figuras geométricas. Posteriormente, debe incidir en la comparacion de figu-
ras geomeétricas como practica matematica util para que el alumnado identifique
propiedades al analizar en qué se parecen y en qué se diferencian. La identificacion
y la comparacion son practicas matematicas precursoras de la definicién y propias
del trabajo matematico sobre geometria en El. El profesorado debera aplicar este
aprendizaje para el disefio de tareas para El en la pregunta 7.3.

Lo que cabe esperar de una definicion en El es que sea un listado de propiedades.
Es importante reparar en que la logica que debe emplear el profesorado de esta etapa
es opuesta a la que emplea un matematico, pues ha de desmenuzar el contenido,
identificar sus propiedades basicas y precursoras y plantearse cuales trabajar de
manera explicita, y cuales, de manera intuitiva.

En la pregunta 7.2 se debe particularizar en la definicion del rectangulo,
haciendo referencia a propiedades como ser figura cerrada, tener superficie
o tener cuatro lados. Asimismo, se puede discutir como llevar al alumnado a
intuir o experimentar otras propiedades, como el paralelismo o la amplitud de
los angulos.
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MTSK trabajado en la tarea

Tabla 1.1. Conocimiento matematico asociado a la tarea «Construccion de una
definicion en Educacion Infantil: el caso del rectangulon.

Actividades

Categorias asociadas . ..
9 Indicadores de conocimiento

Subdominios ..
al subdominio 1234567

Conocer la definicion de rectangulo. X X X

Saber identificar ejemplos y contraejemplos X X
del rectangulo.

Identificar exhaustivamente las propiedades X

Definiciones, propieda- del rectangulo.

des y sus fundamentos

Saber distinguir las propiedades relevantes, X X
irrelevantes e incorrectas del concepto de
rectangulo.

KoT

Saber identificar definiciones equivalentes del X
rectangulo.

Conocer diferentes representaciones de rec- X X
tangulo en registro verbal e iconico-graficoy
conversiones entre registros.

Registros de represen-
tacion

Conocer las caracteristicas necesarias y sufi- X X X
cientes para definir en matematicas.

CONOCIMIENTO MATEMATICO

Conocer el papel que desempefian los distintos X
tipos de propiedades en el proceso de cons-
truccion de una definicién.

KPM — La préctica de definir Conocer que la identificacion de propiedades X

y la comparacion entre figuras geométricas
son practicas precursoras de la construccion
de una definicion.

Conocer el papel de los ejemplosy los contrae- X X X
jemplos en la construccion de un concepto.
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Tabla 1.2. Conocimiento didactico del contenido asociado a la tarea «Construc-
cion de una definicion en Educacion Infantil: el caso del rectangulon.

.. Categorias asociadas . - Actividades
Subdominios - Indicadores de conocimiento D
al subdominio 1234567
Conocer los niveles de razonamiento de Van X
Hiele, especialmente los dos primeros.
Teorias sobre aprendizaje  Conocer las limitaciones que supone para la X
construccion del concepto abusar de ejemplos
con valores estereotipados en las propiedades
irrelevantes.
KFLM Conocer propiedades presentes en los ejemplos X
que actian como distractores para la construc-
= cion del concepto de rectangulo en El.
= Formas de interaccion
"'E" de los estudiantes con el Conocer el papel de la imagen y la definicion X
S contenido matematico del concepto en el aprendizaje de los conceptos
= geométricos.
(]
S Conocer como puede definir el rectangulo el X
5 alumnado de EI.
3
= , N Conocer las limitaciones que supone para la X
o Teorias de ensefianza de - .
= . construccion del concepto abusar de propie-
= las matematicas . .
oy, dades irrelevantes en los ejemplos.
=
= Elaborar un banco de imagenes asociadas al X
§ KMT rectangulo, rico en ejemplos y contraejemplos,
Estrategias, técnicas, ta- adaptado a El.
reasy ejemplos Conocer que las actividades de comparacion X
de figuras geométricas ayudan a identificar
propiedades.
. Identificar los atributos del rectangulo apro- X
Nivel del desarrol_lo €oN- iados para El.
KMLS  ceptual y procedimental
esperado Saber qué definicién de rectangulo es apro- X

piada en El.
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Hojas de trabajo

Construccion de una definicion en Educacion Infantil:
el caso del rectangulo

Antes de trabajar esta tarea, deberas leer el documento de Escudero et al. (2014), lo
que te permitira conocer los atributos que caracterizan una definicion.

Tabla 1.3. Atributos de una definicion matematica.

Atributos que debe cumplir una definicion matematica
(Escudero, Gavilan y Sanchez-Matamoros, 2014)

Jerarquia (precision)  Los términos usados deben ser basicos o estar definidos previamente.

En la definicion de un concepto no se puede hacer uso del propio concepto. Asi-
No circularidad mismo, si para definir un concepto se hace uso de otro, la definicion del segundo
no puede basarse en la del primero.

La definicion no debe ser redundante: ninguna caracteristica podra deducirse

Minimalidad del resto.

No ambigiiedad Debe quedar claro qué objetos pertenecen a una clase.

No contradictoria Las caracteristicas deben ser consistentes: no puede incluirse una y su opuesta.

Invariante La definicion debe mantenerse bajo cualquier cambio de representacion.

Si se pueden enunciar distintas definiciones de un mismo concepto, estas han de

Equivalencia .
ser equivalentes.

Vamos a comenzar con la definicidén de rectangulo, figura que todos conocemos.
De manera individual, pensad en el rectangulo y dibujad la imagen o las imagenes
que os vengan a la mente (podéis hacerlo en papel y digitalizarlo para incluirlo
en la tabla 1.4). A continuacion, elaborad en grupo una definicion consensuada
de «rectangulo» que tenga en cuenta las figuras geométricas propuestas por
cada uno.
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Tabla 1.4. Imagenes del rectangulo

Estudiante Dibujo del rectangulo

Definicion de rectangulo:

Observad la figura 1.1. (Todas las figuras podrian considerarse ejemplos de rectangulo?
¢Por qué? Responded en la tabla 1.5, refiriéndoos a cada una segun el niimero asignado.

Figura 1.1. Ejemplos de figuras geométricas que podrian o no ser rectangulos.
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Tabla 1.5. ;Es 0 no un ejemplo de rectangulo?

Si es ejemplo de rectangulo  No es ejemplo de rectangulo éPor qué?

10

12

Elaborad un listado de las propiedades, caracteristicas o atributos que identificais
en las figuras geométricas que habéis considerado rectangulos y otro listado con
las que observais en el conjunto de las figuras no lo son. Recoged ambos en la
tabla 1.6.
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Tabla 1.6. Propiedades de las figuras geométricas.

Propiedades que aparecen en las figuras Propiedades que aparecen en las figuras
geométricas consideradas como ejemplo de geométricas consideradas como ejemplo de NO
rectangulo rectangulo

Podemos identificar tres tipos de propiedades en un concepto:

Propiedades relevantes: son las propiedades que definen el concepto. Siempre
estan presentes en los ejemplos utilizados. Dentro de las relevantes, las propiedades
criticas son las minimas necesarias para construir una definicion (véase la tabla 1.3).
(Ej.: en el caso del triangulo, una propiedad relevante es tener tres lados).

Propiedades irrelevantes: son propiedades no necesarias del concepto, que
pueden aparecer o no en los ejemplos utilizados para un determinado concepto.
Conviene evitar que los ejemplos seleccionados conviertan estas propiedades en
relevantes. (Ej.: en el caso del triangulo, una propiedad irrelevante seria uno de sus
lados descanse sobre la horizontal).

Propiedades incorrectas: son propiedades que el concepto no posee. (Ej.: en el
caso del triangulo, una propiedad incorrecta seria tener un angulo concavo).

Ordenad las propiedades sefialadas en la actividad 3 segun esta clasificacion en
la tabla 1.7.

Tabla 1.7. Propiedades relevantes, irrelevantes e incorrectas del concepto de
rectangulo.

Propiedades

Relevantes Irrelevantes Incorrectas
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¢Qué es, entonces, un rectangulo? Proporcionad una definicion de rectangulo, con-
sensuada en grupo, a partir de las propiedades que habéis identificado como «rele-
vantes» en la actividad anterior. Ademas, scumple vuestra definicion las propiedades
de la tabla 1.3?

En distintos libros de texto aparecen las siguientes definiciones del rectangulo. ;Cual
o cuales son correctas, incorrectas o incompletas? Justificad vuestra respuesta tam-
bién desde la perspectiva de las caracteristicas de la tabla 1.3.

1. Figura geométrica de cuatro lados de dos longitudes distintas (de la misma lon-
gitud los lados opuestos) que forman cuatro angulos rectos.

2. Es un cuadrildtero, con dos pares de lados paralelos, los cuales forman angulos
rectos entre si. Los lados opuestos tienen la misma longitud.

3. Es un paralelogramo cuyos cuatro lados forman angulos rectos entre si.

4. Es un paralelogramo con un angulo recto.

Segun Tall y Vinner (1981), la mayoria del profesorado tiene la creencia, casi siempre
erronea, de que los estudiantes, ante una determinada tarea, basan sus razonamien-
tos en las definiciones formales de los conceptos que han recibido de forma verbal
y de que las imagenes tienen un papel secundario. Para cuestionar esta creencia,
los autores definen dos nociones clave e indican el papel que juega la imagen del
concepto en relacion con su definicion:

Definicion de un concepto: Se refiere a la definicion formal matematica del
concepto.

Imagen del concepto: Se refiere a como se refleja dicho concepto en la mente
de la persona; es el producto de los procesos mentales de formacion del concepto e
incluye imagenes mentales y propiedades y procesos asociados. Se va construyendo
a lo largo de la escolaridad y cambia a medida que el alumnado se encuentra con
nuevos estimulos.

6.1 ;Qué propiedades del rectangulo consideradis que se deberian destacar en EI?
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6.2 ;Considerais que el conjunto de figuras geométricas que aparece en la figura 1.1
(actividad 2) es suficiente para que el alumnado pueda construir una imagen
rica del rectangulo y de sus propiedades? ;Hay alguna redundante? jFaltaria
alguna? Justificad vuestra respuesta.

6.3 ¢Qué valoracion hacéis de la ficha siguiente (figura 1.2)? ;Qué propiedades
del rectangulo, ya sean relevante o irrelevantes, refuerza? Indicad qué figuras
geométricas dibujariais en clase para complementar esta propuesta.

Figura 1.2. Ficha de El sobre el rectangulo, inspirada en https://www.edufichas.com/
matematicas/figuras-geometricas/
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Las nuevas tendencias en ensefianza y aprendizaje de las matematicas apuestan por
que el alumnado se inicie en el proceso de definir, en lugar de limitarse a identificar
el rectangulo (u otros conceptos). Seguin Van Hiele (Gutiérrez y Jaime, 1998), solo las
personas que logran alcanzar el cuarto nivel de deduccion formal son capaces de
construir una definicion apropiada, pero es aceptable y deseable abordar el proceso
de construccion de definicion desde El.

Responded a las siguientes cuestiones:

7.1. ¢Qué forma adquiere una definicion de un concepto matematico en EI? Dicho
de otro modo icomo es una definicion en esta etapa?

7.2. Si lo particularizamos al caso del rectangulo, ;qué seria aceptable teniendo en
cuenta el nivel de desarrollo del alumnado y el contenido que se trabaja?

7.3 ¢Qué actividades se deberian utilizar para que el alumnado pueda comenzar
a evolucionar desde el primer nivel de visualizacion de Van Hiele al siguiente
nivel de andlisis?
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Formacion inicial
Nivel al que se dirige la tarea: Grado de Maestro en Educacion Primaria
Duracion aproximada de la aplicacion: 4 horas

Fundamentacion

En la ensenanza de las matematicas en Educacién Primaria, el trabajo con
operaciones sobre nimeros racionales aparece en diversos curriculos (Co-
munidad de Madrid, 2022). Distintos trabajos han documentado las difi-
cultades que presenta el alumnado de Primaria y de otros niveles educativos
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al trabajar con fracciones (Escobar et al., 2016). Asimismo, se han sefialado
las dificultades del profesorado para ensenar estos contenidos. Por ejemplo,
Valdemoros (2010) describe una serie de obstaculos que encuentra una
profesora al trabajar las fracciones con su alumnado, derivados de la falta
de sentido con la que ella misma aprendi6 este contenido —carencia que
también detectaba en los libros que empleaba como apoyo para sus clases—
y de la ausencia de contextos de medicién en el trabajo con fracciones.

En Ia literatura se ha destacado la importancia de emplear representa-
ciones variadas y adecuadas en la construccion de la comprension de las
fracciones (Lamon, 2001). Esta variedad de representaciones se ve favorecida
cuando se trabaja, ademas, con distintos significados de la fraccién (Man-
cera, 1992) y cuando estos elementos se conectan para dar sentido a las
operaciones con fracciones que han de ensenarse en la Educacién Primaria.

En esta tarea formativa nos centramos en el significado de la fraccion
como parte-todo, por su proximidad al trabajo con los nimeros naturales
y a la posibilidad de contextualizarlo mediante dreas de figuras geomé-
tricas. Este tiltimo aspecto del trabajo con areas nos permite explorar
con el profesorado en formacién, aunque de manera menos profunda,
el significado de area como medida.

Por otro lado, en esta tarea formativa coincidimos con Moreno y Gar-
cia (2009) en la importancia de que el profesorado en formacién aprenda
a usar materiales para la ensefianza de las matematicas. Este uso implica
manejarlos con destreza y ser capaz de analizar en profundidad sus carac-
teristicas, potencialidades, posibles dificultades de manejo y limitaciones
en determinadas situaciones, lo cual podria llevar, incluso, al redisefo o
a la creacion de nuevos materiales.

En esta tarea emplearemos la nocién de modelo de areas descrita por
Parrish y Dominick (2022) en el que se utilizan rectdngulos con las mis-
mas dimensiones en sus lados, subdivididos en partes iguales en forma
y medida, con la finalidad de representar fracciones con distintos deno-
minadores. Estas divisiones permiten combinar las piezas de distintos
rectangulos con la finalidad de calcular, a partir de la unidad definida,
el area resultante de efectuar las distintas operaciones.

Objetivos generales
Se busca que el profesorado en formacion:
1. Reconozca las caracteristicas matematicas y didacticas del modelo de

areas como recurso didéctico fisico (manipulativo) para introducir la
suma de fracciones en Primaria.
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2. Analicey discuta disenios de actividades secuenciadas para introducir
el trabajo con las operaciones de fracciones en la ensefianza basica.

3. Establezca la relacion del trabajo con el modelo de dreas —y otros
recursos didacticos que pueden emplearse para trabajar las opera-
ciones con fracciones— y los significados propios del concepto de
fraccion.

4. Reflexione sobre el papel de los algoritmos en matematicas, analice
y compare diferentes algoritmos, y disene posibles alternativas para
dar significado a las operaciones con fracciones.

Conocimientos, habilidades o competencias previas
necesarias

Para abordar la tarea, el profesorado en formacion deberia tener cono-
cimientos sobre:

» Distintos significados asociados al concepto de fraccion.

» Operaciones basicas de comparacion, suma, resta, multiplicacion y
division con fracciones, al menos mediante algoritmos tradicionales.

» Aspectos curriculares relativos al trabajo con fracciones en el aula de
Educacién Primaria en su contexto.

Orientaciones generales para quien dirige la formacion

La tarea puede adquirir mayor valor formativo si se aplica después de
otras tareas dirigidas a sensibilizar al profesorado en formacién acerca
de la importancia de la construccion genuina de los conocimientos ma-
tematicos por parte del alumnado. Resulta interesante que se reflexio-
ne previamente sobre la influencia del profesorado en el proceso de
aprendizaje de las matematicas y sobre el significado de su aprendizaje.
Asimismo, esta tarea debe de entenderse como parte de una coleccién de
tareas que permitan explorar otros significados de la fraccién mediante,
por ejemplo, modelos lineales (significado de medida) o de conjun-
tos (significado de operador), por citar algunos (Parrish y Dominick,
2022), a la vez que contribuyan a desarrollar competencias profesionales
diversas.

A continuacién, se muestran las actividades que componen la tarea
formativa y se proporcionan algunas orientaciones didacticas que pueden
servir a quien dirige la formacion para gestionar la tarea en el aula; estas
orientaciones no son restrictivas, sino ilustrativas.
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De manera general se propone trabajar toda la tarea en pequefnos
equipos como primera aproximacion para, a continuacion, realizar pues-
tas en comin que permitan consensuar el contenido de aprendizaje de
cada actividad.

Recursos fisicos o virtuales

Hojas de papel A4 de seis colores distintos.

Tijeras o cuter.

Cartulinas, cartoncillo o goma EVA de seis colores distintos.
Rotuladores.

Regla.

Compas.

Transportador de dngulos.

v v v v v v Vv

Actividad 1. Eleccion de la forma del material: elaborando
un prototipo

Descripcion

Esta actividad se realiza en grupos de cuatro a seis personas y se parte de la indica-
cion: «Disefiad el prototipo de un material manipulativo que resulte util para trabajar
la equivalencia de fracciones mediante la comparacion de areas. Para ello, cada
integrante del grupo elegira una figura geométrica diferente y seis denominadores
con los que trabajar la equivalencia de fracciones». Quien dirige la formacion puede
brindar orientaciones en caso de que el profesorado en formacion no recuerde o
no conozca el significado de fracciones equivalentes o de material manipulativo. A
continuacion, reparte al profesorado en formacion folios de distintos colores e indica
que cada color debera corresponderse con un denominador distinto.

Dos cuestiones en las que se debe dar autonomia al profesorado en formacion
son, por un lado, la eleccion de los seis denominadores (que debe hacerse de manera
conjunta por los integrantes de un grupo, pero no tiene por qué coincidir con lo
propuesto por otros grupos), y, por otro, la eleccion de las figuras (que se hara de
manera individual, procurando que no difieran solo en sus dimensiones, sino que
sean figuras de distinto tipo). Resulta util, sin embargo, que en un grupo haya un
cuadrado y un rectangulo no cuadrado, 0 un cuadrado y un rombo no cuadrado.
Quien dirige la formacion debera limitar sus intervenciones y enfatizar que el objetivo
del material es trabajar la equivalencia de fracciones.
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2. Introduccion a la suma de fracciones. Reflexion didactica sobre el uso de un modelo de areas

Una vez que en los grupos haya propuestas de figuras, de denominadores y de
divisiones de estas de acuerdo con los denominadores, es importante que quien
dirige la formacion propicie discusiones entre los integrantes sobre la idoneidad de
las elecciones y la correccion del procedimiento. Algunas preguntas que se podrian
plantear son: «/Realmente se esta dividiendo en partes iguales (congruentes)? ;Entre
qué fracciones de las elegidas podrian establecerse equivalencias? ;Como se traba-
jaria la equivalencia de fracciones?».

Es importante que no se asiente la concepcion de que la Unica forma de obtener
partes iguales de una figura es lograr que dichas partes puedan solaparse con pre-
cision (por ejemplo, discutiendo el caso de un rectangulo no cuadrado que se divide
con diagonales), pero que si es la forma mas util para el objetivo que se persigue.
Asimismo, este es un momento propicio para verificar si, una vez elegida una figu-
ra, esta se ha dibujado con las mismas dimensiones en los seis colores distintos. Si
quien dirige la formacion considera que alguna de las cuestiones planteadas no se
ha atendido con la importancia que requiere, puede pedir que se recorten las figuras
para experimentar con estas (por ejemplo, si un hexagono se divide en ocho partes
con la misma técnica que se emplea para el circulo, se puede pedir al profesorado en
formacion que recorte esa figura geomeétrica y sus partes y compruebe la coinciden-
cia entre ellas; o si se dividio un cuadrado por la mitad con un segmento vertical y
en cuatro partes con sus dos diagonales, se puede pedir que lo recorte para explorar
la equivalencia entre un medio y dos cuartos).

Una vez que cada grupo ha terminado su trabajo, quien dirige la formacion debe
coordinar una reflexion plenaria a partir de las siguientes preguntas:

1. ¢Como seleccionasteis los denominadores?

2. ¢Hubo figuras en las que no se pudieran hacer todas las divisiones en partes
iguales?

3. ¢Alguna de las figuras elegidas podria trabajarse independientemente de los de-
nominadores seleccionados?

En este punto se puede destacar la muy probable coincidencia en el trabajo
con circulos, rectangulos y cuadrados, ya que estos se pueden dividir segun cual-
quier denominador. Puede ocurrir que se hayan elegido otras figuras igualmente
utiles, como un semicirculo, por poner un ejemplo. En cualquier caso, debera
discutirse qué caracteristicas hacen que estas figuras sean utiles para cualquier
subdivision.

Objetivos especificos
» Comprender el concepto de fraccion como la relacion entre un todo y una parte

de este, asi como su representacion mediante el area de una figura.
» ldentificar aspectos relevantes en la eleccion o el disefio de materiales didacticos.
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Tareas para la formacién del profesorado para ensefiar matematicas

Orientaciones didacticas

Se sugiere que quien dirige la formacion sefiale los aspectos importantes del material
que se analiza, y oriente las reflexiones de los distintos equipos para alcanzar los
objetivos planteados y desarrollar los conocimientos especializados propuestos de
manera constructiva a través de la reflexion colectiva.

Actividad 2. Disefio del material didactico

Descripcion

La consigna de la actividad es: «Usando cartulinas de colores, disefiad un material
didactico que permita trabajar la equivalencia de fracciones en Primaria usando el mo-
delo de areas. La unica condicion para disefiar el material es que se usen unicamente
seis colores distintos de cartulinas, cartoncillo o goma EVA (segun lo decida el equipo)
y que cada uno de los colores se emplee para representar un denominador distinton.

Para disefiar el material se propone al equipo que utilice el rectangulo como
base, ya que, a diferencia del cuadrado o el circulo, exige una mayor reflexion sobre
el modo en que debe dividirse.

En este momento puede debatirse sobre qué denominadores permiten una mayor
interaccion entre los materiales de distintos colores. La eleccion de los denomina-
dores debe ir acompafada de una reflexion sobre la potencialidad del material y el
concepto de divisor comun. Las configuraciones mas habituales para los denomi-
nadores que cabe esperar por parte del profesorado en formacion son: 2, 3, 4, 5, 6,
7 (u 8 si advierten que el 7 es dificil de dividir), y 2, 4, 6, 8, 10, 12. El debate grupal
deberia llevar a la conclusion de que los denominadores son tanto mejores cuanto
mas puedan relacionarse por medio de divisores comunes. Por ese motivo, conviene
alcanzar el consenso de usar los denominadores 2, 3, 4, 6, 8 y 12. Si se opta por otros
denominadores, se recomienda aprovechar los momentos en que el material pierda
potencialidad para reorientar el analisis hacia la eleccion optima.

Para realizar las divisiones en partes iguales, el profesorado en formacion debe
analizar si es posible dividir una figura con lineas verticales, otra con horizontales,
una tercera con una combinacion de ambas o, incluso, con otras configuraciones
en las que se obtenga la misma superficie y distinta forma, en caso de que esta
cuestion no haya quedado resuelta en la actividad 1. Quien dirige la formacion
debe promover también una discusion sobre las dimensiones de los rectangulos.
Por ejemplo, supongamos que se decide emplear rectangulos cuya base mida el
doble que la altura. Si dividimos uno en doce partes con un segmento horizontal
y cinco verticales y otro en cuatro partes usando solo segmentos verticales, las

50
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piezas resultantes encajan visualmente, lo que podria generar una falsa imagen de
equivalencia. En tal caso, la fraccidn Va4 quedaria representada por un rectangulo
de 1/4 de la base por la altura, equivalente a la mitad de la base. Este rectangulo
podria superponerse sobre la division en doce partes mediante una rotacion de 90°
y encajaria perfectamente. En cambio, si la proporcion entre los lados no es de dos
a uno, sino cualquier otra (excluido el cuadrado), esta coincidencia no se produce y
la falsa imagen de equivalencia desaparece.

Una vez discutidos estos aspectos, se pide materializar las ideas. El material
consta de cuatro rectangulos de cada color, cuyas dimensiones seran siempre las
mismas. Como se ha dicho antes, cada color de cartulina se correspondera con un
denominador, y cada una de las cuatro figuras se dividira en funcion del denomi-
nador que le corresponda, siguiendo los acuerdos alcanzados en el debate. En cada
cartulina, las cuatro figuras se recortaran por su contorno; tres de ellas, ademas, se
recortaran por las lineas divisorias, mientras que la cuarta figura se rotulara. Asi, por
ejemplo, en el caso de la cartulina elegida para trabajar el denominador 3, tendremos
un rectangulo rotulado con dos segmentos y nueve rectangulos equivalentes a 1/3
del rectangulo rotulado. Todas estas piezas —tanto el rectangulo rotulado, como los
nueve rectangulos de tamafio 1/3— seran del mismo color. EI mismo procedimiento
se aplica a las demas cartulinas (véase la figura 2.1).

Figura 2.1. Ejemplo de unidades marcadas como plantilla y piezas recortadas.

Objetivos especificos

» Reflexionar sobre las caracteristicas matematicas y didacticas que debe tener un
material manipulativo fisico que sirva para trabajar la equivalencia de fracciones.
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Tareas para la formacién del profesorado para ensefiar matematicas

» Reflexionar sobre la pertinencia, la potencialidad y las limitaciones del material
tanto desde el punto de vista didactico como matematico.

Orientaciones didacticas

Se propone continuar trabajando en los mismos equipos tanto durante la reflexion
sobre el material como en su construccion. Es importante favorecer la puesta en
comun en gran grupo para que surjan distintas reflexiones y puedan compararse y
contrastarse. El disefio de material puede dejarse como trabajo fuera del aula.

La actividad consta de dos hojas de trabajo: la primera debe entregarse antes de
la puesta en comun en gran grupo; la sequnda, después.

En esta actividad, quien dirige la formacion debe participar de forma mas activa
para cuestionar al profesorado en formacion sobre la pertinencia de sus elecciones
de figuras y denominadores, asi como sobre las caracteristicas matematicas que
deben guiar estas reflexiones. No obstante, conviene continuar procurando que
sea el profesorado en formacion quien construya los conocimientos a partir de la
observacion, la reflexion y la comparacion de sus materiales.

Actividad 3. Suma de fracciones con modelo de areas

Descripcion

Se pide al profesorado en formacion que trabaje la suma de dos fracciones a partir
de los ejercicios propuestos por quien dirige la formacion, con libertad en la forma
de emplear el material. La progresion de los ejercicios debe ser la siguiente:

3.1. Sumas de fracciones con el mismo denominador. Se sugiere recorrer los seis
denominadores.

3.2. Sumas de fracciones con distinto denominador, siendo uno multiplo del otro.
Se sugiere explorar las distintas combinaciones que permite el material: por
ejemplo, sumas de medios y cuartos, cuartos y doceavos, tercios y sextos, etc.

3.3. Sumas de fracciones con distinto denominador, sin que uno sea multiplo del
otro. Se sugiere comenzar con fracciones cuyo denominador comun sea el pro-
ducto de sus denominadores (por ejemplo, medios y tercios, tercios y cuartos),
y, por ultimo, explorar el caso de cuartos y sextos.

Se pide a los equipos que compartan en gran grupo algunas de las formas en que

han utilizado los materiales para resolver los ejercicios, de manera que quien dirige
la formacion pueda orientar la reflexion sobre los siguientes aspectos:
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» La utilidad o pertinencia del material para la actividad propuesta: la mayoria
suele valorar el material como adecuado para trabajar la suma y le atribuye un
caracter ludico y manipulativo. Sin embargo, puede ocurrir que no se analice Ia
pertinencia del material para lograr los aprendizajes esperados.

» Los procedimientos empleados, sobre todo en el caso de la suma de fracciones
con distinto denominador: es habitual que la mayoria del profesorado en forma-
cién emplee el minimo comun multiplo para resolver la suma y solo represente
el resultado en el material, en lugar del proceso o la estrategia para sumar. Por
ello es importante reflexionar sobre la funcion didactica y matematica —y no
solo ludica o motivacional— de los materiales manipulativos. Mas adelante se
abordaran los diferentes procedimientos y sus potencialidades y limitaciones.

Objetivos especificos

» Analizar el funcionamiento del material disefiado en la actividad 2 para trabajar
la suma de fracciones.

» Valorar el material como medio para resolver la operacion, y no solo como una
forma de representar otros algoritmos de resolucion o el resultado de la suma.

Orientaciones didacticas

Cuando quien dirige la formacion propicie la reflexion sobre las diferencias entre
usar el material para representar o para resolver las operaciones, podra retomar la
importancia del uso y el abuso de los materiales didacticos.

Se propone continuar trabajando en los mismos equipos y favorecer la puesta
en comun en gran grupo para comparar las distintas reflexiones y contrastar las
respuestas.

En esta actividad, quien dirige la formacion adopta un papel de acompafamiento:
se encarga de proponer los ejercicios y de observar las formas en que los equipos
utilizan el material.

Actividad 4. Restringiendo el uso de algoritmos aritméticos

Descripcion

Se pide al profesorado en formacion que resuelva nuevos ejercicios de sumas de
fracciones con la misma progresion que en la actividad anterior (propuestos por
quien dirige la formacion siguiendo las recomendaciones de la actividad 3). Sin em-
bargo, se le indica que no utilice el minimo comun multiplo y se plantea la pregunta:
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Tareas para la formacién del profesorado para ensefiar matematicas

«/Como resolveria las siguientes sumas de fracciones el alumnado que no conoce o
no recuerda el algoritmo habitual para sumar fracciones y que cuenta con el material
que habéis disefiado?».

Cuando un denominador es multiplo del otro, es habitual que la mayoria del
profesorado en formacidn realice conversiones a fracciones equivalentes. Cuando
no son multiplos, normalmente la mayoria afirma que sin el minimo comun multiplo
no es posible realizar la suma, sobre todo para el ejercicio que involucra fracciones
con denominadores 4 v 6.

En este punto suelen surgir opiniones que sefialan que el material puede resultar
complicado o confuso para el profesorado en formacion, dado que puede usarse de
formas diferentes segun los sumandos concretos. Ademas, parte del profesorado en
formacion considera que es mas facil y rapido ensefar el algoritmo habitual como
una lista ordenada de pasos valida para todos los casos.

En esta actividad, se sugiere que quien dirige la formacion limite su interven-
cion a reforzar las instrucciones al principio y a detectar si, de manera explicita o
implicita, se esta recurriendo al uso del minimo comun multiplo como mecanismo
no transparente para resolver el ejercicio, mientras que el material solo se emplea
para representar el resultado. Decimos «no transparente» porque el profesorado
en formacion no siempre es capaz de justificar con rigor por qué funciona el al-
goritmo. Esta actividad sirve como momento de ruptura con el uso del algoritmo
tradicional.

Posteriormente, quien dirige la formacion debe orientar el consenso, ya sea me-
diante preguntas o con una lluvia de ideas, hacia los siguientes puntos sobre el uso
del material:

» La pregunta que guia la manipulacion del material para resolver la suma de
fracciones es: «Si cada figura completa es una unidad, ;qué area ocupan en total
las piezas que representan los sumandos?».

4. Solo se pueden usar sumandos con denominadores que puedan representarse
con las piezas generadas.

5. Las piezas rotuladas sirven como base para colocar las piezas recortadas que
representan los sumandos. Es probable que surja la necesidad de recortar y
rotular otra pieza de cada color para poder obtener resultados mayores que la
unidad. Otra opcidn es que, una vez completada la unidad, las piezas sobrantes
se coloquen de la misma forma fuera de la de la base rotulada, reutilizando esta
para sequir juntando piezas.

Una base esta bien elegida si el resultado se ajusta a las divisiones rotuladas,
ya que esto permitira determinar con precision la cantidad de superficie ocupa la
suma. Es recomendable que se exploren ejercicios en los que dicha base podria no
corresponderse con el calculo habitual del denominador comun (por ejemplo, 1/4
+ 2/8 admitiria trabajar en la base rotulada en medios, en cuartos o en octavos).
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También conviene destacar como esta reflexion sobre la eleccion de la base permite
resolver todos los ejercicios, incluido el de cuartos y sextos, sin necesidad de recurrir
a la nocion de minimo comun multiplo como conocimiento previo.

Objetivos especificos

» Reflexionar sobre el uso de procedimientos y materiales alternativos al algoritmo
tradicional y al minimo comun multiplo, y valorar su potencialidad para propiciar
el aprendizaje de la suma de fracciones.

Orientaciones didacticas

Se propone continuar trabajando en los mismos equipos, con puesta en comun en
gran grupo para comparar las distintas reflexiones y contrastar las respuestas. De
nuevo, quien dirige la formacion se centra en proponer los ejercicios y en velar por
que los equipos cumplan la restriccion de no usar el minimo comun multiplo.

Actividad 5. Hipdtesis sobre el comportamiento matematico
del alumnado de Primaria

Descripcion

Una vez que el profesorado en formacion ha llegado a acuerdos sobre como funciona
el material para resolver sumas de fracciones, se le propone que reflexione sobre Ia
forma en la que el alumnado de Primaria se enfrentaria a la misma progresion que
ha explorado (mismo denominador; denominadores distintos, pero uno multiplo
del otro; y denominadores diferentes sin uno sea multiplo del otro). Para guiar esta
reflexion pueden plantearse las siguientes cuestiones:

5.1 iCémo procederia el alumnado de Primaria al trabajar cada ejercicio con los
materiales facilitados?

5.2 iDe qué conocimientos se valdria en sus respuestas?

5.3 /Qué ejercicios resolveria con facilidad y qué dificultades encontraria?

5.4 ;Qué conjeturas construiria (validas o no) sobre los procedimientos para sumar
fracciones?

Trabajar con estas cuestiones permitira a quien dirige la formacidn reconocer las

concepciones del profesorado en formacion vy, si es necesario, retomar reflexiones
o conclusiones anteriores.
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Objetivos especificos

» Reflexionar sobre las posibles formas en que el alumnado podria interactuar
con la suma de fracciones al trabajar con estos materiales, asi como sobre otras
cuestiones didacticas y matematicas que podrian surgir.

Orientaciones didacticas

Se propone continuar trabajando en los mismos equipos, con puesta en comun en
gran grupo para comparar las distintas reflexiones sobre los procedimientos y sus
formas de representacion, y contrastar las respuestas.

Se espera que quien dirige la formacion dinamice la sesion y ayude a sintetizar
las ideas del debate, proponiendo ejemplos de procedimientos que permitan des-
tacar aspectos importantes para la elaboracion de la hipétesis de progresion del
alumnado.

Actividad 6. Cierre y reflexion final

Descripcion:

Se pide al profesorado en formacion que debata sobre los siguientes aspectos:

» ¢Cual es el papel de los recursos materiales en la ensefianza de las matematicas?
(Alcances, intenciones y limitaciones).

» ¢Qué repercusiones tiene usar los materiales manipulativos sin reflexionar sobre
el disefio de la tarea, y viceversa?

» ¢Cudl es el papel de los algoritmos en la clase de matematicas? (A priori frente a
a posteriori; el momento del abandono de los recursos materiales).

» ¢Cual es el aporte didactico y matematico del trabajo con este tipo de materiales
en cuanto a la comprensién del concepto de fraccion?

» iCudles son las limitaciones de centrar la atencion en la ensefianza de los
algoritmos tradicionales como unica forma de abordar las operaciones de
fracciones?

En actividades previas se planteo el trabajo con el modelo de conjuntos (opera-
dor). Asi, quien dirige la formacion tiene en este momento la posibilidad de recurrir
a ejemplos o actividades realizadas anteriormente, asociadas a otros significados,
que le permitan poner de relieve las diferencias entre todos ellos y las necesidades
especificas que demanda la comprension de cada uno.
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Objetivos especificos

» Reflexionar sobre la importancia de realizar analisis amplios y profundos del uso
de materiales didacticos en el aula, sus alcances vy sus limitaciones.

Orientaciones didacticas

En esta actividad se sugiere propiciar la discusion en gran grupo, de manera que se
alcancen conclusiones generales que luego los equipos puedan plasmar en las hojas
de trabajo, para que quien guia la formacion tenga registro de lo que cada equipo
ha concluido.

En este momento, quien dirige la formacion puede aprovechar para evaluar si la tarea
ha logrado desarrollar en el profesorado en formacion la capacidad de valorar la poten-
cialidad didactica y matematica del material y de la tarea en si misma. Si lo considera
pertinente, puede mostrarle las tablas de conocimientos y objetivos que se presentan a
lo largo de la actividad, de modo que el profesorado en formacion reconozca la variedad
de conocimientos y habilidades que ha desarrollado durante la tarea.
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MTSK trabajado en la tarea

Tabla 2.1. Conocimiento matematico asociado a la tarea «Introduccion a la suma
con fracciones. Reflexidn didactica sobre el uso de modelo de areasn.

. Categorias asociadas . _ Actividad
Subdominios .. Indicadores de conocimiento —
al subdominio 123456
Dos figuras representan la misma fraccion
de una unidad si tienen la misma cantidad de X X
superficie, independientemente de su forma.
. . Uno de los significados de la fraccion es de-
Definiciones, propie- . .
nominado parte-todo, en el que se entiende la X
dades y sus funda- ., ;
fracciéon como una parte de la unidad.
mentos
Conocer la funcién del numerador y del deno-
S minador en el significado parte-todo. Denomi- X
E nador (cantidad de equiparticiones). Numera-
> dor (cantidad de partes que se consideran).
=
= El area es un contexto para trabajar las frac- X
E KoT Fenomenologia vy ciones.
e L
= aplicaciones Existen diferentes significados asociados a la X
2 fraccion.
=
S Los denominadores son tanto mejores cuanto
Procedimientos mas puedan relacionarse por medio de diviso- X X

res comunes. Por ese motivo, conviene usar los
denominadores 2, 3, 4, 6,8y 12.

Distintos registros de representacion asociados

al concepto de fraccion y conversiones entre

ellos (transito entre registro iconico-grafico X X
y registro simbélico numérico en ambos sen-

tidos, p. ej.).

Registros de repre-
sentacion

58



2. Introduccion a la suma de fracciones. Reflexion didactica sobre el uso de un modelo de areas

Tabla 2.2. Conocimiento didactico del contenido asociado a la tarea «Introduc-
cion a la suma con fracciones. Reflexion didactica sobre el uso de modelo de
areasn.

Subdominios

Categorias asocia-
das al subdominio

Indicadores de conocimiento

12

Actividades

3456

CONOCIMIENTO DIDACTICO DEL CONTENIDO

KFLM

Fortalezas y debili-
dades

Dificultades del alumnado de Primaria para rea-
lizar sumas de fracciones manipulativamente.

X

Posibles dificultades y concepciones erréneas
en el aprendizaje que surgen al favorecer de
manera exclusiva el significado parte-todo de
las fracciones.

Formas de interac-
cion de los estudian-
tes con el contenido
matematico

Las posibles formas de interaccion del alumna-
do de Primaria con este tipo de material para
trabajar la suma de fracciones.

KMT

Recursos didacticos

Las caracteristicas de un material manipulativo
determinan su funcionamiento y sus restric-
ciones a la hora de trabajar la equivalencia de
fracciones.

X X

El modelo de areas es un recurso didactico que
permite trabajar la idea de fracciones equiva-
lentes.

La forma de las figuras consideradas para el
disefio del material, el color de las piezas, el
numero de partesy la forma en la que se divide
la unidad son caracteristicas que influyen en el
potencial didactico y matematico del material.

Las dificultades o errores que podria generar
la forma de la unidad en los materiales (obsta-
culos didacticos).

El material disefiado es util para trabajar la suma
de fracciones utilizando el modelo de areas, ba-
sandose en la equivalencia de las fracciones.

El material disefiado es util para reflexionar
sobre las diferencias entre representar un re-
sultado y realizar un procedimiento con este
tipo de recursos.

KMT

Recursos didacticos

La manipulacion libre del material permite la
construccion de conjeturas matematicas.

Relaciones entre el uso de materiales manipu-
lativos y el disefio de tareas a partir del analisis
de las caracteristicas didacticas y matematicas
del contenido que se va a trabajar.
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Subdominios

Categorias asocia-
das al subdominio

Indicadores de conocimiento

Actividades

123456

CONOCIMIENTO DIDACTICO DEL CONTENIDO

KMT

Estrategias, técnicas,
tareas y ejemplos

Progresion en la complejidad como medio de
construccion de algoritmos mediante la prueba
y la refutacion de conjeturas.

Progresion de una secuencia didactica para el
desarrollo de un conocimiento y procedimiento
especificos.

Papel del significado parte-todo de la fraccion
en la ensefanza de las fracciones y el tipo de
ejercicios y problemas que se pueden abordar
con este.

Importancia de facilitar distintos registros de
representacion, situarlos en paralelo y compa-
rarlos, discutiendo sobre similitudes y diferen-
cias para construir la idea de fraccion de forma
mas profunda.

Importancia de fomentar el uso de diferentes
procedimientos para realizar una suma de frac-
ciones, facilitando la comparacion entre ellos y
la discusion sobre el potencial y las limitaciones
de cada uno.

Papel de la resolucion de problemas en con-
texto para que emerjan los diferentes usos de
las fracciones y se busquen distintos procedi-
mientos para operar con ellas como estrategia
de ensefianza.
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2. Introduccion a la suma de fracciones. Reflexion didactica sobre el uso de un modelo de areas

Hojas de trabajo
Introduccion a la suma con fracciones. Reflexion

didactica sobre el uso de modelo de areas

Disefiad el prototipo de un material manipulativo que resulte util para trabajar la
equivalencia de fracciones mediante la comparacién de areas. Para ello, cada in-
tegrante del grupo elegira una figura diferente y seis denominadores con los que
trabajar la equivalencia de fracciones.

Una vez seleccionada una figura y disefiado el prototipo de material, responded
Como equipo a las siguientes preguntas:

1.1 ¢;Como seleccionasteis los denominadores?

1.2. iHubo figuras en las que no se pudieran hacer todas las divisiones en partes
iguales que marcan los denominadores seleccionados?

1.3. ¢Alguna de las figuras elegidas podria trabajarse independientemente de los
denominadores seleccionados?

61



Tareas para la formacién del profesorado para ensefiar matematicas

Usando cartulinas de colores, planead el disefio de un material didactico que permita
trabajar la equivalencia de fracciones en Primaria mediante el modelo de areas. La
Unica condicién para disefiar el material es que se usen unicamente seis colores
distintos de cartulinas, cartoncillo o goma EVA (segun lo decida el equipo) y que cada
uno de los colores se emplee para representar un denominador distinto.

Una vez que hayais terminado con vuestro plan de disefio, responded a las si-
guientes preguntas en equipo:

2.1 ¢Qué figuras seleccionasteis para representar la unidad con la cartulina? ;Por qué?

2.2 Seria posible trabajar con otras figuras? ;Cuales?

2.3 ¢Qué dificultades habéis tenido, como equipo, al disefiar el material?

A partir de la discusion grupal que ha moderado vuestro profesor o profesora, res-
ponded a las siguientes preguntas:

2.4 ;Considerais ahora pertinente trabajar con otras figuras distintas a las que
seleccionasteis al principio?

2.5 jEs necesario que todas las figuras tengan las mismas dimensiones?
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2. Introduccion a la suma de fracciones. Reflexion didactica sobre el uso de un modelo de areas

2.6 ¢Cuales son las divisiones optimas (denominadores) para disefiar el material?
¢Por qué?

2.7 iComo influye la seleccidn de las dimensiones de las figuras del material en el
uso de este?

2.8 ¢Qué posibles obstaculos o dificultades puede encontrar el alumnado de Primaria
al trabajar con este material?

2.9 /jLa puesta en comun ha hecho que modifiquéis el plan de disefio? ;Como y
por que?

Considerando el material que habéis disefiado, resolved los siguientes ejercicios de
suma de dos fracciones. Sugerimos que cada miembro del equipo realice al menos
una de las operaciones propuestas para discutir posteriormente el proceso de reso-
lucion con el resto del equipo:

3.1 /Qué estrategias aplicariais para resolver los siguientes ejercicios?

3 2.5

s 1217

1
2

N |[—
o=
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Tareas para la formacién del profesorado para ensefiar matematicas

3.2 ;Qué estrategias aplicariais para resolver este segundo bloque de ejercicios?

N|—
N
wW[N
+
(B
N
+
oo |w

3.3 ¢Qué estrategias aplicariais para resolver este tercer bloque de ejercicios?

1
+3 +

w[N

N|—
N|—
ENJ B
o) B

Tras la discusion plenaria sobre los procesos que habéis sequido para resolver las
operaciones, responded en equipo a las siguientes cuestiones:

3.4 40s ha resultado util o pertinente el material para resolver los ejercicios? ;Por qué?

3.5 ¢Los procesos y estrategias que habéis utilizado para resolver los ejercicios han
sido adecuados? ;Por qué?
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2. Introduccion a la suma de fracciones. Reflexion didactica sobre el uso de un modelo de areas

3.6 ¢Qué dificultades podria tener el alumnado de Primaria al trabajar esta actividad?

¢Como creéis que el alumnado de Primaria resolveria los ejercicios propuestos en la
actividad 3 si no conoce o no recuerda el algoritmo habitual para sumar fracciones
(y, por tanto, no conoce el minimo comun multiplo) y cuenta con el material que
habéis disefiado?

ACTIVIDAD 5. Hipotesis sobre el comportamiento matematico del
alumnado de primaria

Una vez analizada la progresion de los ejercicios de las actividades 3 y 4 para la
suma de fracciones, formulad como equipo vuestras hipotesis sobre las siguientes
cuestiones:

5.1 iCédmo procederia el alumnado de Primaria al trabajar cada ejercicio con los
materiales facilitados?

5.2 ;iDe qué conocimientos se valdria en sus respuestas?
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5.3 Qué ejercicios resolveria con facilidad y qué dificultades encontraria?

5.4 ;Qué conjeturas construiria (validas o no) sobre los procedimientos para sumar
fracciones?

A partir del debate grupal, elaborad como equipo una conclusion general sobre lo
que considerais que habéis aprendido en esta tarea formativa, especialmente en

relacion con el concepto de fraccion y las limitaciones de centrar la ensefianza en
los algoritmos tradicionales.
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3. Interpretacion parte-todo
de las fracciones
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Formacion inicial
Nivel al que se dirige la tarea: Grado de Maestro en Educacion Primaria
Duracion aproximada de la aplicacion: 2 horas

Fundamentacion

Esta tarea busca ampliar la reflexion del profesorado en formacion sobre
los significados de la fraccion: parte-todo y operador. A partir de una si-
tuacién en contexto personal/social (OECD, 2019) de reparto equitativo,
se pretende que el profesorado en formacién establezca fracciones de un
terreno y las asocie con su representacién numérica. Ademas, se busca
que conciba el nlimero racional como una operacién multiplicativa sobre
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Tareas para la formacién del profesorado para ensefiar matematicas

una cantidad (todo o unidad), lo cual representa una divisién en partes
seglin la cantidad que indica el denominador de la fraccion operador,
y una multiplicacion por las partes que indica el numerador. La tarea
implica movilizar contenidos de perimetro y drea, asi como determinar
la forma que debe tener el terreno para cumplir las condiciones. Cabe
senalar que la tarea fue discutida por grupos de profesorado en formacién
y profesorado en servicio de México para diferentes niveles educativos
(Primaria, Secundaria, Bachillerato y Educacién Superior) y distintos con-
textos académicos. Esto permitié enriquecer el andlisis de los dominios
de conocimiento producto de la variedad de respuestas obtenidas, y es
ahi justo donde radica su potencial: favorecer la diversidad de procedi-
mientos en atencion a los resolutores.

Las fracciones son vistas a menudo como un tema que presenta difi-
cultades en su ensefianza y aprendizaje (Figueras, 1988). Ante esta reali-
dad, resulta fundamental disenar tareas que contribuyan a que los estu-
diantes no solo revisiten el concepto, sino que lo hagan en un contexto
menos trivializado (alejado del tipico reparto de pasteles o chocolates).
Por consiguiente, proponemos una situacion inicial que va mas alla de
los repartos del tipo .

Coincidimos con Llinares y Sdnchez (1997, p. 55) cuando afirman
que «sobre esta interpretacion se basan generalmente las secuencias de
enseflanza cuando se introducen las fracciones (normalmente en su
representacion continua). Parece ser que tiene una importancia capital
para el desarrollo posterior de la idea global de nimero racional». De
igual manera Freudenthal (2002, p. 140) ya asumio6 que «en la cons-
titucion mental de todas las clases de magnitudes, repartir en partes
equitativas me parece un eslabon importante —mads importante que
lo que los psicologos investigan bajo el nombre de conservacion —»
y subrayé la importancia de las transformaciones de composicién y
descomposicion para el desarrollo de las magnitudes como objetos
mentales. El disefio explicito de tareas puede potenciar esta conexion
entre repartir en partes congruentes (comparacién de la composiciéon
y descomposicién de la unidad de referencia) y el desarrollo de las
magnitudes como objetos mentales, entendido como otro de los sub-
constructos de las fracciones.

Ademas, la necesidad de trabajar distintas representaciones a partir
de una tarea matemadtica en un contexto personal/social contribuye a
la comprension del concepto de congruencia entre las partes y ofrece la
oportunidad de extender el concepto inicial de parte-todo hacia el con-
cepto de operador multiplicativo en su caracter extractivo.

Una de las caracteristicas distintivas de esta tarea es que su estructura
recupera las fases de una situacién didactica (Brousseau, 2007): accién,
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3. Interpretacion parte-todo de las fracciones

formulacion, validacion e institucionalizacion, lo cual puede dar la opor-
tunidad de analizar la propia tarea con las lentes conceptuales de esta
teoria como metodologia de ensefianza.

Objetivos generales
Se busca que el profesorado en formacion:

1. Identifique que el nimero racional expresa una operacion multipli-
cativa sobre una cantidad (todo o unidad), lo cual representa una
division en partes segin la cantidad que indica el denominador de
la fraccién operador, y una multiplicacion por las partes que indica
el numerador.

2. Reflexione sobre las posibles dificultades del alumnado de Primaria
al resolver el problema y sobre las conexiones de significados entre la
parte, el todo y el operador multiplicativo.

Conocimientos, habilidades o competencias previas
necesarias

Para abordar la tarea, el profesorado en formacion necesita tener cono-
cimientos sobre:

» Concepto de fraccion.

» Diferentes representaciones de la fraccion.

» Equivalencia de fracciones y operaciones bdsicas (suma, resta y mul-
tiplicacién de fracciones).

Orientaciones generales para quien dirige la formacion

Para la aplicacion de la tarea, se recomienda ir entregando las acti-
vidades de una en una, con la finalidad de favorecer la reflexién y la
accion personal de los resolutores antes de continuar con el resto de
la tarea.

En la actividad 1 es importante que el profesorado en formacién re-
suelva el problema y discuta el significado de fraccién que se empleay su
representacion. Una variable importante es ampliar la posibilidad de que
la representacién grafica del terreno no sea solo rectangular o cuadrada,
sino que adopte la forma de cualquier otro poligono.
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La actividad 2 tiene como finalidad no solo que el futuro profesora-
do reconstruya el razonamiento seguido en una opcién de respuesta,
sino, sobre todo, que amplie su rango de posibilidades de respuesta y las
compare (esto cobra sentido en la fase de discusién-validacién) con la
respuesta personal. Se asume que esta forma de presentar las opciones
de respuesta (para que los estudiantes las completen) contribuye, en una
etapa inicial, a la construccién del conocimiento interpretativo del pro-
fesorado, que aprende a comprender estrategias y enfoques inesperados
y a dar sentido al razonamiento de los estudiantes.

Las actividades 3 y 4, en congruencia con la teoria de las situaciones
diddcticas (Brousseau, 2007), cierran el proceso de la tarea instituciona-
lizando los conceptos diddcticos y matemadticos trabajados a lo largo de
su desarrollo.

Recursos fisicos o virtuales
» Ficha de trabajo.

» Papel cuadriculado.
» Regla o material de geometria.

Actividad 1. Valoracion de conocimientos previos

Descripcion

La consigna de la actividad es: «En diferentes situaciones se usan las fracciones como
parte-todo. Enumerad los ejemplos mas comunes que conozcais.

Se propone al profesorado en formacion la primera parte de la actividad como
tarea de inicio de la sesion: la intencion es detectar, a partir de las respuestas apor-
tadas, los conocimientos previos de los resolutores. Esto permite definir puntos de
partida (segun los sujetos que resuelvan el problema) y determinar las oportunidades
de gestion en atencion a las respuestas que se emitan. En la diversidad de respuestas
esta la riqueza de la actividad.

Objetivos especificos
» Recuperar los conocimientos previos del profesorado en formacion (segun el caso de

aplicacion de la tarea) en torno a la fenomenologia del concepto parte-todo, asi como
el reconocimiento de los ejemplos contextuales que dan sentido a este concepto.
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3. Interpretacion parte-todo de las fracciones

» Anticipar potenciales dificultades en la resolucion del problema «La parcela de
don Jacinton, relacionadas con la comprensién del significado parte-todo y del
operador multiplicativo.

Orientaciones didacticas

En esta actividad conviene que quien dirige la formacion enfatice que se trabaje de
manera individual, sin ningun tipo de interaccion con los iguales, dado que se busca
favorecer la puesta en juego de los conocimientos personales para que se genere el
conflicto cognitivo al abordar la siguiente actividad.

Actividad 2. Resolver el problema «La parcela de don Jacinto»

Descripcion

La consigna de la actividad es: «Resolved de manera individual el siguiente probleman.

Es importante mencionar que este problema se divide en tres partes; en el proceso
de resolucion conviene abordarlas de manera continua, pero regulando el tiempo
para que se trabajen en un periodo de tiempo similar.

Parte 1. Se plantea la resolucién del siguiente problema: «Don Jacinto tiene una parcela.
La quinta parte del terreno esta sembrada de lechugas; la tercera parte, de rabanos, vy el
resto, de zanahorias. /Qué parte del terreno esta sembrada de zanahorias?». Esta resolucion
debe llevar al profesorado en formacién a poner en juego sus conocimientos en torno a la
escritura de expresiones simbolicas congruentes con el planteamiento del problema.

Parte 2. Se introduce una variable en el planteamiento inicial: la medida del area
total del terreno (60 metros cuadrados) con la intencién de que el profesorado en
formacion determine a cuantos metros cuadrados corresponde cada una de las
partes en sembradas de lechugas, rabanos y zanahorias. Este momento es impor-
tante porque permite conectar la representacion grafica con la expresion simbolica
y reconocer al numero 15 como denominador comun tanto para identificar una
de las longitudes (el largo, si se usa un rectdngulo para representar el terreno:
15 x 4 = 60 m? como para realizar la suma de las fracciones: 1/5+ 1/3+ ___ = 1.
Se consideran expresiones equivalentes como las siguientes: 1 = 15/15; 1/5 = 3/15;
1/3 = 5/15; 3/15 + 5/15 = 8/15; 15/15 - 8/15 = 7/15, que es la respuesta a la pregunta
de qué parte del terreno esta sembrada de zanahorias.

Para determinar a cuantos metros cuadrados corresponde cada parte, el 15 sigue
siendo relevante, dado que, al dividir 60 entre 15, el resultado (4) indica la cantidad de
metros cuadrados en cada quinceavo. Este resultado se multiplica por la cantidad de
quinceavos (el numerador) que corresponden a la parte de terreno sembrada con cada
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hortaliza: lechugas 3/15 (4 x 3 = 12 m?), rabanos 5/15 (4 x 5 = 20 m?) y zanahorias
715 (4 x 7 = 28 m?). Esta es, por supuesto, solo una forma de resolucion; es preci-
samente la riqueza de la tercera parte de esta actividad la que ofrece la oportunidad
para la discusion y confrontacion de los procedimientos propuestos en la actividad 3.

Parte 3. En este momento, la variable del problema consiste en la «exigencia» de que
el profesorado en formacion piense y decida una forma de representacion del terreno
y realice el reparto de manera grafica. El disefio de la actividad permite que el profe-
sorado en formacion elija el tipo de poligono que va a utilizar; sin embargo, se orienta
hacia la determinacion del largo y el ancho del terreno, con el fin de que se identifique
el denominador comun de la suma de fracciones (el nimero 15). Esta orientacion no
debe ser limitante: conviene que, a partir del analisis de lo que esta escrito en la hoja de
trabajo, el profesorado en formacion tome la decision que considere mas conveniente.

Objetivos especificos

» Analizar el uso de expresiones simbalicas y estrategias diversas en el proceso de
resolucion de una situacion problema que pone en juego el significado parte-todo
de las fracciones, asi como las conexiones con el significado de la fraccion como
operador multiplicativo.

» Reflexionar sobre el papel de la representacion en la resolucion del problema.

Orientaciones didacticas

Se propone continuar trabajando de manera individual durante la resolucion de las
tres partes del problema; sin embargo, una vez terminado el tiempo asignado para la
actividad, es necesaria una puesta en comun en plenaria para comparar los distintos
procedimientos y las reflexiones, y contrastar las respuestas.

En esta actividad, quien dirige la formacidn se centra en recorrer los espacios
donde se ubica el profesorado en formacion y plantear preguntas que pongan en
conflicto el proceso de resolucion, pero sin proponer de manera explicita expresiones
matematicas o formas de representacion convencionales (como el rectangulo por
ser la forma mas conveniente).

Esta parte de la actividad, en congruencia con la teoria de las situaciones di-
ddcticas, debe activar la fase de accion (la resolucion auténoma del problema) vy la
fase de formulacion (la necesidad de expresar su respuesta, cuando menos, en dos
sistemas de representacion: grafico y simbolico).

En el momento de la plenaria —primer momento de validaciéon, siguiendo la ter-
minologia de la teoria de las situaciones didacticas (Brousseau, 2007)—, se sugiere
centrar la atencion en las siguientes cuestiones:

» Explicad qué forma puede tener el terreno para cumplir con las caracteristicas.
» Detallad qué significado de fraccion permite resolver la tarea matematica.
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» ¢De qué manera contribuye la determinacion del largo y el ancho del terreno a
la solucion del problema y a su representacion grafica?

» ¢En qué grado escolar se puede plantear este tipo de problemas? Explicad.

» ¢Qué significados de la fraccion se trabajan en los grados posteriores? ;Y en los
grados anteriores?

» ¢Cuales pueden ser algunos de los procedimientos a los que recurra el alumnado
para resolver cada uno de los planteamientos anteriores?

» Detallad las fortalezas y las debilidades que puede presentar el alumnado al
resolver la tarea matematica.

Actividad 3. Analisis de estrategias de resolucion
(segundo momento de validacion)

Descripcion

En esta parte de la tarea, la intencion es que el profesorado en formacion analice
cuatro procedimientos como medio para validar sus razonamientos. El analisis de
las estrategias de resolucion busca que se precise que los significados de fraccion
empleados son diferentes, que existen distintas representaciones y que cada estra-
tegia implica conocimientos previos distintos.

La consigna que se plantea en esta actividad es la siguiente: «Analizad las siguien-
tes estrategias de resolucion elaboradas por docentes en formacion y completad
los razonamientos con las reflexiones que podais inferir a partir de lo que observais
en las imagenes. La idea es que la propia consigna provoque en el profesorado en
formacion identificacion y empatia, en tanto que los autores de los procedimientos
se presentan como iguales; es decir, en teoria deberian manifestar conocimientos y
estrategias de resolucion similares.

Las cuatro estrategias de resolucion centran la atencion en aspectos diferentes
del problema. En la primera, se divide un rectangulo usando solo la relacién del
total con las partes para calcular la porcion correspondiente a cada zona de siem-
bra (lechugas, rabanos y zanahorias); después se completa el procedimiento con
calculos aritméticos a partir de determinar a cuantos metros cuadrados equivale
un quinceavo del terreno.

El segundo procedimiento parte de la cantidad de metros cuadrados del terreno
y, a partir de ahi, determina el rectangulo de 15 m de largo por 4 m de ancho como
la figura que permite resolver el problema.

En el tercer procedimiento se afiade la dificultad de calcular la raiz cuadrada de
60 m? para determinar la medida del lado del cuadrado v, a partir de ahi, se procede
a realizar los calculos que permiten resolver el problema.
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Finalmente, en el cuarto procedimiento se recurre al procedimiento convencional para
sumar las dos fracciones que se proponen explicitamente en el problema y luego restar el
resultado de la unidad de referencia, expresada en su fraccion equivalente como 15/15, con
lo cual se obtiene la fraccion que representa la parte del terreno sembrada de zanahorias.
Posteriormente, para determinar la cantidad de metros, se emplea el mismo concepto de
parte-todo para obtener la tercera parte, la quinta parte y los siete quinceavos de 60 m?2.

Objetivos especificos

» Confrontar los procedimientos de resolucidn realizados de manera personal con
las propuestas de resolucion de otros docentes para ampliar los conocimientos
sobre el tema.

» Construir un conocimiento interpretativo que permita valorar las producciones
de «otros» para vislumbrar prospectivamente un margen de posibilidades de re-
solucion y de toma de decisiones de actuacion practica.

Orientaciones didacticas

Para validar las respuestas de los resolutores de la tarea y las producciones que se
analizan, pueden plantearse las siguientes preguntas:

» ¢Qué diferencias encontrais entre los razonamientos que aqui se presentan v el
razonamiento que siguieron en el equipo?

» ¢Qué conocimientos matematicos estan involucrados en la resolucion de los
problemas?

» Aparte del tipo de figura utilizada para hacer el reparto, ¢qué diferencias apre-
cidis en las representaciones graficas de las producciones 1y 27 ;En qué parte
del problema centra la atencion cada una de las resoluciones —por ejemplo, en
la cantidad de partes (15 partes) o en la medida en metros (60 m?)—? ;De qué
manera el calculo del denominador comun (en las fracciones 1/3 y 1/5) contribuye
a orientar una estrategia de resolucion en la representacion grafica (a diferencia
de la que proponen los resolutores)?

Para la gestion de la tarea, quien dirige la formacion puede apoyarse en las
siguientes cuestiones:

» ¢Qué podéis decir de los diferentes procedimientos? ;Cual o cuales es mas pro-
bable que utilice el alumnado de Primaria al resolver el problema?

» ¢Qué representaciones se emplean en cada estrategia de resolucion de la tarea
matematica?

» Explicad si existen distintos significados de la fraccion que se ponen en juego
en cada estrategia.
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» Estableced conocimientos previos necesarios para cada estrategia de resolucion
de la tarea matematica.

» ¢Qué podéis decir de los diferentes razonamientos matematicos usados por cada
estudiante en su estrategia de resolucion? ;De donde puede provenir la naturaleza
de cada razonamiento matematico? Es decir, /qué pensamiento puede provocar
ese razonamiento matematico en cada estrategia de resolucion usada por el
alumnado?

Actividad 4. Analicemos matematica y didacticamente
el problema

Descripcion

Esta actividad conviene que se realice de manera individual, dado que se preten-
de que el profesorado en formacion reconozca tres cuestiones principales en el
analisis matematico y didactico del problema. En un primer momento, el analisis
de los procedimientos de la actividad 3 debe llevar al profesorado a reconocer
cual o cuales pueden ser los procedimientos formales para institucionalizarlos.
Dentro de estos, en caso de que no aparezcan, conviene que quien dirige la for-
macion proponga formas de escribir la expresion algebraica en la actividad. Estas
podrian discutirse con el profesorado en formacion en cuanto a qué pensamiento
matematico se emplea en cada expresion, y con ello favorecer la manipulacion
de expresiones.

12 15
0
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X=573
0
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5+3+x 1
0
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En un segundo momento, a partir de la lectura de algunas ideas teoricas, se
pretende que el profesorado en formacion institucionalice conceptos de caracter di-
dactico del contenido: el significado de la fraccién como parte-todo y como operador
multiplicativo, a la vez que comienzan a construir sus propias definiciones al respecto.

En la puesta en comun, quien dirige la formacion recoge las respuestas del
profesorado en formacion y destaca los elementos basicos que deben considerarse
en sus definiciones.

Finalmente, conviene que quien dirige la formacion guie el andlisis de la estructura
didactica de la tarea, con la intencion de que el profesorado identifique la teoria
didactica subyacente, en particular la teoria de las situaciones didacticas. Esto servira
como «homologia didactica» respecto a como ensefiar matematicas en Primaria.

Objetivos especificos

» Formalizar los conocimientos matematicos (institucionalizacidn) puestos en prac-
tica durante la resolucion de las tres actividades anteriores.

» Valorar las estrategias de resolucion analizadas en funcion de las posibilidades de
actuacion del alumnado de Primaria al resolver un problema similar al propuesto.

Orientaciones didacticas

Se propone una puesta en comun en plenaria para comparar distintas reflexiones,
contrastar respuestas y, sobre todo, formalizar los conceptos trabajados en las tres
actividades anteriores.

Quien dirige la formacion se centra en favorecer la discusion colectiva y permitir
que el profesorado en formacion proponga ejemplos y contraejemplos, cuando menos
en las interpretaciones de la fraccion que se van a formalizar: parte-todo y operador.

También se sugieren las siguientes cuestiones para la gestion y reflexion en la
formacion:

» ¢Qué otras representaciones usariais (como profesorado en formacion) si tuvieseis
que ensefar la fraccién como parte-todo y como operador?

» ¢Qué recursos digitales o tangibles usariais para ensefar la fraccion como par-
te-todo y como operador? ;Por qué ese o esos?

» (Qué estrategias didacticas usariais si tuvieseis que ensefar la fraccion como
parte-todo y como operador, poniendo en juego las situaciones de accién, formu-
lacidn, validacion e institucionalizacion de la teoria de las situaciones didacticas?

» /Como llevariais a cabo la situacidn de institucionalizacion segun la teoria de las
situaciones didacticas? ;/Qué diferencias pueden establecerse, en una situacion de
institucionalizacion, entre una tarea matematica propia de Primaria y una tarea
formativa matematica para la formacion inicial y continua? Reflexionad sobre
ello a fin de hacer un buen cierre de la tarea.
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Ruta complementaria para extender la tarea

Se sugiere a quien dirige la formacién proponer la lectura del capitulo 4,
«La relacién parte-todo y las fracciones», en Llinares y Sanchez (1997),
con el objetivo de ampliar el conocimiento sobre el significado de la
fraccion parte-todo y algunas sugerencias para el trabajo inicial con este.

Ademads, conviene que quien dirige la formacién lea previamente la
teoria de las situaciones didacticas, por ejemplo en Brousseau (2007),
para poder realizar un analisis de la estructura de la lecciéon en torno a las
fases de la teoria de las situaciones didacticas. También puede solicitarse
al profesorado en formacion que lea alguna secciéon del mismo texto de
Brousseau (2007). Se sugiere la lectura de la seccién A: «<La modelizacién
de las situaciones en diddctica».

Asi podrian discutirse cuestiones como:

» ;Cuadl es la intencionalidad didactica de cada una de las actividades
que habéis resuelto? ;Reconocéis alguna teoria didactica que sustente
la propuesta de este diseno?

» ;Cuales son los elementos de esa teoria?

» ;De qué manera puede incorporarse a la practica profesional?

Referencias
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MTSK trabajado en la tarea

Tabla 3.1. Conocimiento matematico asociado a la tarea «Interpretacion par-
te-todo de las fraccionesn.

. Categorias asociadas . _ Actividades
Subdominios .. Indicadores de conocimiento D
al subdominio 1 2 3 4
Reconocer distintos tipos de contextos quedan X X
i sentido y significado a la fraccion, en este caso
Fenomenologia - o
la relacion parte-todo y el operador multipli-
cativo.
Definiciones, propie-  Conocer diferentes tipos de fraccionessegunla X X X
dades y sus funda- relacién entre numerador y denominador.
mentos
Uso de las expresiones simbélicas para deter- X
- minar la suma y resta de fracciones.
Procedimientos
Concepto de unidad de referencia. X
KoT . T )
Uso de representaciones iconico-graficas para X
S ejemplificar el significado de la relacién par-
'g te-todo.
<
E ) Representacion de una expresion simbolica; X
<§t Reg_llstros derepresen-  transformacién de tratamiento y de conversién
o tacion entre registros de representacion.
=
g Registro de representacion iconico-grafico (rec- X
= tangular) para dibujar el terreno y la relacion de
S la parte con una medida; comparacion con la
S utilizacion de otros registros graficos poligona-
les (dificultades y potencialidades).
o Fasesy heuristicos en la resolucion de problemas. X
La practica de resolver
problemas Uso de graficos y dibujos como heuristicos para X
resolver un problema.
La préctica de demos- Construir conJeturasyco‘ntra.eljemplose irvalo- X
KPM trar rando su papel en la validacién como parte de
la demostracion matematica.
Papel de los simbolos convencionales en con- X
El papel del lenguaje  textos de validacion.
matematico
Uso de las convenciones y los simbolos mate- X

maticos.

78
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Tabla 3.2. Conocimiento didactico del contenido asociado a la tarea «Interpre-
tacion parte-todo de las fraccionesn.

Actividades

Categorias asocia- X _
Indicadores de conocimiento

Subdominios - B
das al subdominio 1 2 3 4

Conocer distintas estrategias de resolucion de X X
problemas; eleccion y uso de representaciones
Formas de interaccion  que puede realizar el alumnado de Primaria.

de los estudiantes con
el contenido matema-  Reconocer estrategias de resolucion de proble- X

tico mas realizadas por otros docentes; reconoci-
miento de formas de interaccion con el conte-
nido matematico diferentes de las estrategias
propias.

KFLM Durante el transito de lo concreto (el problema) X X

a lo numérico (la modelacion matematica del
problema), prevalece el trabajo y el razonamien-
Fortalezas y debili- tocon el objeto matematico mas que la técnica;
dades ademas, pueden identificarse diversas formas de
resolucion de |a tarea matematica.

Reconocimiento de dificultades relacionadas X
con la extension de la fraccion como operador
multiplicativo.

Reconocimiento de los elementos de la teoria X X
Teorias de ensefianza  de las situaciones didacticas como metodologia
de las matematicas de ensefianza: preparacion del medio, fase de

accion, formulacion y validacion.

CONOCIMIENTO DIDACTICO DEL CONTENIDO

G Reconocer diversidad de ejemplos que dan sen- X

Estrategias, técnicas, tido a un concepto de fraccion.
tareas y ejemplos

Reconocimiento y analisis de posibles estrategias X
de resolucion.
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Hojas de trabajo
Interpretacion parte-todo de las fracciones

En diferentes situaciones se usan las fracciones como parte-todo. Enumera los ejem-
plos mas comunes que conozcas:

2.1. Resuelve de manera individual el siguiente problema:

Don Jacinto tiene una parcela. La quinta parte del terreno estd sembrada de
lechugas; la tercera parte, de rdbanos, y el resto, de zanahorias. /Qué parte del
terreno estd sembrada de zanahorias?

Piensa en una expresion matematica para calcular la parte del terreno que
esta sembrada de zanahorias.
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3. Interpretacion parte-todo de las fracciones

2.2. Si el terreno mide 60 m?, jcudntos metros cuadrados ocupan las lechugas?
¢Cuantos los rabanos? ¢Cuantos las zanahorias? ;Cémo representarias de ma-
nera grafica el reparto del terreno para la siembra de cada una de las plantas?

2.3. Representa, con la figura que te parezca mas conveniente, la forma en que
queda dividido el terreno para la siembra de las lechugas, rabanos y zanahorias.

Analiza las siguientes estrategias de resolucion elaboradas por docentes en formacion
y completa los razonamientos con las reflexiones que puedas inferir a partir de lo
que observas en las imagenes.
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¢Qué puedes decir de los diferentes procedimientos? ;Cual o cuales es mas pro-
bable que utilice el alumnado de Primaria al resolver el problema inicial? ;De qué

manera escribirias una expresion algebraica que sintetice los procedimientos de
resolucion?

Escribe un comentario con tus reflexiones al analizar los procedimientos anteriores.
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3. Interpretacion parte-todo de las fracciones

A continuacion, te planteamos algunas ideas para «institucionalizar» los conoci-
mientos didacticos:

En el siguiente espacio escribe tu definicion sobre los siguientes conceptos:

Fraccion como parte-todo:

Fraccion como operador multiplicativo:
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Formacion inicial
Nivel al que se dirige la tarea: Grado de Maestro en Educacion Primaria
Duracion aproximada de la aplicacion: 2 horas

Fundamentacion

La formulacion de problemas se ha utilizado como herramienta para la
construccion de conocimiento matemadtico desde hace mas de treinta
anos (Cai et al., 2022; Kilpatrick, 1987; Silver, 1994; Singer et al., 2015).
Su uso se ha basado en la proposicion de tareas por parte del profesorado,
que las emplea para formular problemas para su alumnado.
Entendemos que el profesorado, desde su formacién inicial, necesita
saber cémo formular buenos problemas matematicos atendiendo, por
ejemplo, a objetivos educativos concretos. Se asume, por otro lado, que
se requiere un conocimiento especifico de la profesiéon docente para po-

85


https://orcid.org/0000-0002-6429-2968
https://orcid.org/0000-0003-3181-0797

Tareas para la formacién del profesorado para ensefiar matematicas

der llevar a cabo ciertas tareas profesionales (Ball, et al., 2008; Bromme,
1994; Carrillo et al., 2018; Shulman, 1986; Tatto et al., 2008).

La tarea que aqui se presenta tiene como funcién principal evaluar el
conocimiento del profesorado en formacién sobre formulacién de pro-
blemas en relacién con distintas categorias del modelo MTSK. Esto puede
servir para identificar aquellos elementos que, de forma generalizada,
resultan mds complejos para el profesorado en formacién y, a la vez,
detectar dificultades en el uso del conocimiento.

Objetivos generales
Con esta tarea se pretende:

1. Evaluar el conocimiento de los temas (KoT') y el conocimiento de las
caracteristicas del aprendizaje matematico (KFLM) del profesorado
en formacién en relacién con las fracciones y los problemas aditivos
y multiplicativos.

2. Identificar las dificultades del profesorado en formacién en la formu-
lacién de problemas.

Conocimientos, habilidades o competencias previas

Para abordar la terea, el profesorado en formaciéon deberia tener cono-
cimientos sobre:

» Tipos de estructura que pueden conformar los problemas (aditiva o
multiplicativa).

» El concepto de fraccién, sus representaciones, tipos y significados.

» Dificultades de aprendizaje que el alumnado de Primaria puede pre-
sentar durante la resolucién de un problema.

Orientaciones generales para quien dirige la formacion

Es recomendable trabajar algunas referencias bibliograficas relacionadas
con las dificultades de aprendizaje en la resolucion aritmética de proble-
mas (Albarracin et al., 2018; Neagoy, 2017; Roa, 2001).

Esta tarea de evaluacién requiere que previamente se hayan trabajado
en el aula formativa los conceptos que se indican en la descripcién de
la actividad.
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Actividad 1

Descripcion

Se solicita al profesorado en formacion que formule un problema de al menos dos
etapas en el que haya una suma y una multiplicacion de fracciones como minimo.
Posteriormente, se le pide que reflexione acerca del problema planteado, de manera
que se movilicen conocimientos relativos a los conceptos trabajados en clase para
responder a las siguientes actividades.

La actividad 1.1 pretende activar conocimientos sobre fraccién propia, impro-
pia y numero mixto, y relacionarlos con los significados de la fraccion: parte-to-
do, operador, razon y cociente de enteros (Castro y Torralbo, 2001). Todo ello al
preguntar sobre el tipo de fraccion resultante y los significados de las fracciones
empleadas.

En la actividad 1.2 se pregunta por el tipo de problema aditivo y el multiplica-
tivo que ha construido cada estudiante. En relacion con los problemas aditivos,
se movilizan conocimientos referentes al significado unitario (cambio: union o
separacion) y al significado binario (comparacion, igualacion, combinacion). Res-
pecto a los problemas multiplicativos, se abordan distintas interpretaciones de
la multiplicacion (suma reiterada, producto cartesiano) y de la division (division
partitiva, cuotitiva, inversa de la multiplicacion) (Carpenter y Moser, 1983; Castro,
2001).

En la actividad 1.3 se pide al profesorado en formacion que resuelva el problema
representando las fracciones de forma grafica para reflexionar sobre el uso de los
modelos lineales, de area o de conjunto (Carrillo et al., 2016).

Por ultimo, en la actividad 1.4 se solicita identificar posibles errores y dificultades
en la resolucion de los problemas (por parte del alumnado de Primaria), tanto grafica
como aritméticamente. Esta ultima actividad pretende explorar conocimientos sobre
las dificultades en el aprendizaje de las fracciones, tales como la dificultad para
comprender el significado de razon mediante representaciones de area o de recta;
la complejidad para representar fracciones impropias con modelos de area, o el uso
de representaciones de area en las que las partes no son congruentes (Dickson et al.,
1991; Llinares y Sanchez, 1988; Roa, 2001).

Orientaciones didacticas

Dado que la evaluacion de esta tarea ha de ser sensible a los principios evaluativos
del plan de estudios en el que se enmarca, planteamos una hipdtesis de progresion
en la evaluacion (en linea con Montes et al., 2021) para asi poder graduar, de algun
modo, el desempefio del profesorado en formacion. De este modo, proponemos tres
niveles para los apartados 1.1, 1.2 y 1.3:

87



Tareas para la formacién del profesorado para ensefiar matematicas

» Nivel O (carencia de conocimiento o ausencia de justificacion). El profesorado
en formacion plantea un problema con graves incoherencias matematicas que
impiden su resolucion, o aporta un enunciado pero no justifica su respuesta.

» Nivel 1 (uso no relacional). El profesorado en formacion plantea, de forma justi-
ficada, un problema que, si bien refleja conocimiento de determinados elementos
(significado y tipo de las fracciones, tipo de problema, representacion, etc.), revela
falta de relacion entre elementos matematicos.

» Nivel 2 (uso relacional). El profesorado en formacion plantea, de forma justificada,
un problema que refleja soltura en el uso de los elementos solicitados, asi como
en el planteamiento de justificaciones coherentes. En funcion de la existencia de
errores menores puntuales, se situara en un punto mas alto o mas bajo dentro
de este nivel.

El apartado 1.4, se evaluara segun estos mismos tres niveles, pero vinculados al
conocimiento didactico del contenido:

» Nivel 0. No se identifican errores potenciales o no se justifica la respuesta.

» Nivel 1(uso no relacional). Se proponen errores con una justificacion bastante
genérica que no se relaciona claramente con el problema.

» Nivel 2. Se identifican errores potenciales con un buen grado de justificacion y
relacion con el problema.
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MTSK trabajado en la tarea

Tabla 4.1. Conocimiento matematico y conocimiento didactico del contenido aso-
ciado a la tarea «Evaluacion del conocimiento especializado del profesorado de
matematicas construido a través de la formulacion de problemas de fraccionesn.

- Categorias asociadas . . Actividades
Subdominios .. Indicadores de conocimiento e
Al sulloniive 111213 1.4
IS} - . Elementos matematicos asociados a las frac- X
(':) Definiciones, propie- ciones (tipos de fracciones)
‘g dades y sus funda- P :
E mentos Tipos de problema aditivo o multiplicativo. X
=] KoT Fenomenologia Significados de las fracciones implicados. X
=
wl
= Procedimientos Operaciones basicas con fracciones. X
o
% Registros de repre-  Representacion grafica de fracciones. X
O sentacion
Uso de la fraccion con partes no congruentes. X
Dificultades en la comprension y aplicacion del X

procedimiento de multiplicacién de fracciones.

Fortalezas y dificul-

G tades

Dificultades en la representacion de las opera- X
ciones (suma y multiplicacion) de fracciones.

Dificultades en la representacion de algunos X
significados o tipos de fracciones (p. ej., frac-
cion impropia o significado de razon).

La practica de resol-  Reconocer la estructura de los problemas. X

KPM
ver problemas

La formulaciéon como fuente de problemas X X X X
CEAM adaptados a diferentes caracteristicas de
aprendizaje del alumnado.

CONOCIMIENTO DIDACTICO DEL CONTENIDO
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Hojas de trabajo
Evaluacion del conocimiento especializado

del profesorado de Matematicas construido
a través de la formulacion de problemas de fracciones

Formula un problema de al menos dos etapas en el que haya una suma y una mul-
tiplicacion de fracciones como minimo.

1.1 ¢De qué tipo es la fraccion resultante? ;Qué significados de las fracciones se
emplean?

1.2 ¢De qué tipo es el problema aditivo que has construido? ;Y el problema
multiplicativo?

1.3 Resuelve el problema representando las fracciones de forma grafica.

1.4 Identifica posibles errores y dificultades en la resolucion (por parte del alumnado
de Primaria) tanto grafica como aritméticamente.
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5. Construccion de razonamiento
probabilistico a través de la prediccion

Laura Rifo
http:/[orcid.org/0000-0003-3181-0797
Universidade Estadual de Campinas (Brasil)
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Formacion inicial
Nivel al que se dirige la tarea: Grado de Maestro en Educacion Primaria
Duracion aproximada de la aplicacion: 2 horas

Fundamentacion

En situaciones cotidianas usamos la probabilidad para tomar decisiones.
Sin embargo, el pensamiento probabilistico escolar queda restringido a
observar resultados del lanzamiento de dados o extracciones de urnas,
sin un objetivo que dé sentido a ese tipo de dindmica. Basaindonos en
el experimento de Bayes, proponemos una actividad centrada en el ra-
zonamiento en situaciones de incertidumbre o de falta de informacion.
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Tareas para la formacién del profesorado para ensefiar matematicas

En su articulo péstumo, el filésofo, matematico y reverendo inglés
Thomas Bayes describe el siguiente experimento hipotético. Supongamos
que una persona se sienta de espaldas a una mesa cuadrada, y lanza al
azar hacia atrds una bola de arena roja, sin ver en qué lugar de la mesa
ha caido. Si esa persona tuviera que adivinar la posicién de la bola en la
mesa, ;cudl seria su mejor apuesta?

Supongamos ahora que esa persona puede recopilar informacién
lanzando bolas negras al azar hacia atrds sobre la mesa, mientras otra
persona le indica la posicién de cada bola negra respecto de la roja (por
ejemplo: «mds abajo y mads a la izquierda»). Con estos nuevos datos,
;c6mo cambia la apuesta inicial?

Al lanzar la bola roja, sin tener ninguna informacién y suponiendo
que puede haber caido en cualquier lugar de la mesa sin preferencia por
ninguna zona, la intuicién nos dice que la mejor estimacion es el centro
de la mesa. Asimismo, los métodos estadisticos confirman esta intuicion
al asociar el proceso de estimacién a una funcién de pérdida, que mide
el coste de nuestros errores. Segtn la logica de la inferencia estadistica, la
mejor estimacion es aquella con menor pérdida esperada. En una funcion
de pérdida usual, el coste depende de la distancia entre la estimacion y
la posicion real de la bola roja. En este caso, el centro de la mesa es el
punto con menor distancia esperada, debido a la simetria de la mesay a
la ausencia total de informacién inicial.

Tras lanzar solo la bola roja, pueden encontrarse ideas como «no
hay una mejor apuesta porque no se puede saber» (imposibilidad),
«puedo decir una posicion, pero da igual porque todas tienen la mis-
ma probabilidad» (indiferencia), o «escojo este punto por esta razén»
(preferencia explicita). En el caso de la indiferencia, la comparaciéon
entre dos posibles apuestas permite analizar las diferencias entre ellas.
Por ejemplo, en una cuadricula que representa el primer cuadrante,
consideremos las apuestas (1,1) y (3,2). En la figura 5.1, la zona roja
indica las posiciones en que ganaria (1,1) —es decir, donde (1,1) esta
mas cerca de la posicion de la bola roja que (3,2)—, y la zona azul, las
posiciones en que ganaria (3,2). Del mismo modo comparamos las
apuestas (0,0) y (2,2):

Se puede observar que hay apuestas mejores que otras. A la pregunta
de cudl es la mejor apuesta, por simetria, solo puede ser el centro. Ade-
mds, puede verse que las apuestas mds cercanas al centro son mejores
que las mas alejadas.

A medida que avanzamos en el experimento y obtenemos informa-
cion de las bolas negras, nuestra estimacion puede hacerse mas precisa.
Por ejemplo, si la bola roja queda siempre al sur de las cinco bolas negras
lanzadas, esto indica que la bola roja se encuentra con mayor probabi-
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5. Construccién de razonamiento probabilistico a través de la prediccion

lidad hacia el sur de la mesa. Determinar con qué probabilidad puede
hacerse esta afirmacion es lo que impuls6, en la historia de la matematica,
el desarrollo de la probabilidad condicional de un suceso a partir de la
informacion obtenida con un conjunto de datos.

Figura 5.1. Comparacion entre apuestas respecto de la distancia a la bola roja.

Los resultados del experimento pueden evaluarse desde los compo-
nentes del modelo ISI (citado en De Vetten et al., 2019): 1) la muestra
como evidencia, su papel en la inferencia y la descripcién de su signifi-
cado; 2) el proceso de generalizacién en afirmaciones probabilisticas, y
3) la presencia de incertidumbre en las inferencias.

Con su trabajo, Bayes plantea el problema de cémo aprendemos de los
datos y la fundamentacién légica de la respuesta que deberiamos obtener.
El cdlculo explicito lo proporciona la llamada férmula de Bayes, sobre la
probabilidad condicionada, férmula que, en realidad, fue desarrollada y
publicada por Laplace anos después, en 1814.

Objetivos generales
Se busca que el profesorado en formacion:

1. Reflexione sobre la importancia del razonamiento probabilistico
como resultado de una actitud racional frente a la incertidumbre o la
falta de informacion.

2. Desarrolle conocimiento matematico sobre inferencia estadistica
informal: representacién y analisis de una muestra, descripcion del
proceso inferencial e incertidumbre de dicha inferencia (De Vetten
et al., 2019).
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Tareas para la formacién del profesorado para ensefiar matematicas

3. Conozca situaciones relacionadas con la probabilidad, diferentes de
las de dados y urnas de composicién conocida, vinculadas a la pre-
diccién.

4. Aprenda a estimar utilizando la informacién disponible en cada mo-
mento, y discuta criterios de optimalidad (mds probable, mayor pro-
medio, menor pérdida, etc.).

5. Considere qué informacién obtener y como usarla para hacer predic-
ciones y tomar decisiones.

6. Reflexione sobre los procesos matematicos empleados para tomar de-
cisiones a partir de la informacién disponible.

7. Analice el experimento de Bayes y explore su posible aplicacion en
Educacién Primaria.

8. Conozca actividades para el aprendizaje de la incertidumbre en
Educacién Primaria.

Conocimientos, habilidades o competencias previas
necesarias

No se requieren conocimientos previos especificos para resolver la tarea.
Puede plantearse como una tarea introductoria de probabilidad que el
profesorado en formacion pueda resolver con estrategias de distinto grado
de sofisticacion.

Orientaciones generales para quien dirige
la formacion

De manera general, se propone trabajar toda la tarea en pequenos equi-
pos como primera aproximacion a las actividades, para luego realizar
puestas en comuin que permitan consensuar las conclusiones de cada
actividad.

Recursos fisicos o virtuales

» Un saco de un color (rojo) y cinco sacos de otro color diferente (negro).
» Una mesa.

» Hojas de registro para el observador y el lanzador.

» Dispositivo para tomar fotos.
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Actividad 1. Replicamos el experimento de Bayes

Descripcion

La actividad comienza con una introduccion de quien dirige la formacion para situar
al profesorado en formacion en la dinamica del experimento. A continuacion, se
desarrolla el experimento en pequefios grupos, sequido de una discusién en cada
grupo v, finalmente, una puesta en comun en gran grupo.

Introduccion
Durante la introduccion, quien dirige la formacion explicara en qué consiste el ex-
perimento de Bayes y realiza una demostracion con dos participantes:

» Tirador o tiradora: quien se coloca de espaldas a una mesa, pegado a ella.
» Observador u observadora: quien coloca el saco rojo, equivalente a la bola roja
del experimento de Bayes, sobre la mesa.

A continuacion, quien dirige la formacion pregunta: «/Donde crees que se en-
cuentra el saco? ¢Por qué lo crees?». Sequidamente, el tirador lanza seguidamente
un primer saco negro (bola negra). El observador, situado en la misma posicién que
el tirador pero mirando hacia la mesa, describe la posicion del saco negro. Esta
descripcion debe ser cualitativa, por ejemplo «arriba y a la derecha del saco rojon,
pero no debe hacer referencia a distancias, como «muy a la derecha del saco rojo,
casi en el borde de la mesa. Debe aclararse a quien tira qué significan arriba/abajo
y derechalizquierda respecto del saco rojo.

Tras esta demostracion, con solo estos dos sacos, quien dirige la formacion explica
que, en cada realizacion del experimento (cinco tiradas), una persona hara de tirador
y otra de observador. Después de las cinco tiradas, el tirador debe predecir donde
cree que esta situado el saco inicial. El juego se realiza en los grupos de trabajo,
de modo que cada persona del grupo tire al menos una vez. Ganara quien mas se
aproxime a la posicion del saco rojo.

Desarrollo del experimento

Tras la introduccion con la demostracion del experimento, el profesorado en
formacion se dispone en pequefios grupos conformados, si es posible, por pa-
rejas que alternan los papeles de observador y tirador, y recoge en cada caso
los datos segun la hoja correspondiente de trabajo. Cada grupo dispone de una
ficha para recoger informacion tanto grupal como de cada tirador y observa-
dor. El experimento se repete tantas veces como integrantes tenga el grupo,
de modo que todas las personas participen una vez como tirador y otra como
observador.
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La actividad consta de varias hojas de trabajo. Es importante que la dltima (de
reflexion grupal) se reparta después de que cada grupo haya realizado todas las
tiradas del experimento y completado las hojas anteriores.

Puesta en comun

Una vez completado el trabajo en los pequefios grupos, se realiza una puesta en
comun con todos los grupos de las respuestas a las preguntas de reflexion grupal.
A continuacion, se ofrecen algunas preguntas complementarias para dinamizar la
discusion de las preguntas del guion.

En relacion con las preguntas que se realizan en las hojas de trabajo como parte
de la reflexion grupal de esta primera actividad, quien dirige la formacion puede
tener en cuenta las siguientes cuestiones:

En la pregunta 1.6 («Cuando habéis jugado como tiradores, ;como habéis regis-
trado la informacion que os daba el observador?y), se puede sugerir la comparacion
entre registros graficos, numéricos, tabulares o textuales, por ejemplo.

La idea con la pregunta 1.7 («¢*Como os ha ayudado, a cada uno, la forma de re-
gistro usada para hacer la prediccion?y) es ver la utilidad de cada uno de los registros
anteriores. Una posibilidad, si el profesorado en formacion tiene dificultades para
comunicar sus ideas, es que registre en la pizarra la simulacion de una observacion.

Cuando se discuta la pregunta 1.8 («,Cambiaron vuestras predicciones iniciales
después de realizar el experimento? ;Por qué si o por qué no?), se pretende reflexio-
nar sobre las justificaciones de la apuesta inicial y como la muestra lleva o no a
modificarla. En relacion con la apuesta inicial, puede discutirse si todas las apuestas
iniciales son igual de acertadas. En este sentido, podrian introducirse las ideas ex-
puestas en la fundamentacion sobre la indiferencia, con preguntas informales del
tipo: «Si hiciéramos una apuesta sobre la posicion del saco rojo y ganara quien mas
se acerque, Japostarias por una esquina de la mesa? ;Por qué? Si no, jqué apuesta
crees que es la mejor?y.

El profesorado en formacion puede explicar que no ha modificado su apuesta
inicial por cuestiones que le hacen considerar poco fiable la muestra (por ejemplo,
«son pocos lanzamientosy, «he lanzado muy fuertes, «he lanzado siempre hacia la
derechan). En este caso, cabria preguntarle como estas cuestiones han condicionado
la informacion obtenida de las tiradas. Estos aspectos hacen referencia al método
de muestreo vy a la incertidumbre en las inferencias (De Vetten et al,, 2019), y pueden
discutirse en este momento o mas adelante, como se propondra en relacion con
la pregunta 1.9.

Con la pregunta 1.9 («/Qué razonamientos o procedimientos matematicos habéis
usado como tiradores para decidir donde estaba el saco rojo después de realizar el
experimento?») podrian relacionarse procedimientos como el conteo o la proporcion
respecto del total de tiradas, la modelizacion de la mesa con un plano cartesiano o
la representacion de los resultados con un experimento probabilistico.
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Puede plantearse la pregunta de si alguna herramienta estadistica ha servido
en este proceso, y como podrian asignarse las areas que ocuparian los cuadran-
tes a partir de los resultados obtenidos. Esta pregunta se responde tipicamente
mediante las frecuencias observadas en cada una de las cuatro regiones. Asi, si
se observara una proporcion de lanzamientos de 1 a 4 entre izquierda y dere-
cha, podria inferirse que el saco rojo esta mas hacia la izquierda, en esa misma
razén de 1 a 4. Este razonamiento es analogo al que se emplea cuando se usa
la proporcion de una muestra para inferir las proporciones en la poblacion. En
el experimento, las proporciones poblacionales representan qué parte del area
de la mesa queda a cada lado del primer saco. La objecion a este enfoque es la
siguiente: Jqué cabria decidir si se hubiera obtenido una proporcion en la muestra
de O (a la izquierda) a 5 (a la derecha)? Claramente, esto no permite inferir que el
saco rojo esté justo en el borde izquierdo, aunque esa fuera la conclusion logica.
El pensamiento inferencial estadistico ensefia a ponderar la informacion contenida
en la muestra obtenida y en la apuesta inicial, en la que se escogia el centro como
mejor opcion. La apuesta inicial se trata como una muestra, mas o menos infor-
mativa segun la confianza depositada en ella, en la que se observa, por ejemplo,
un valor en cada posibilidad (arriba/izquierda, arriba/derecha, abajo/izquierda,
abajo/derecha).

En este punto, tiene sentido plantear el grado de incertidumbre ante la inferencia
realizada, esto es, que la inferencia puede ser mas o menos fiable en funcion de la
calidad de la informacion que arroja la muestra.

Para discutir sobre esto, pueden plantearse al profesorado en formacion las
siguientes preguntas:

» ¢Hasta qué punto estais seqguros de que la muestra obtenida permite hacer la
mejor apuesta? ¢Todos los lanzamientos han aportado la misma informacién
en términos de relevancia para esta decision? ;Cual ha sido el papel del tipo de
lanzamiento (direccion, fuerza) en el resultado obtenido?

» ¢Qué modificaciones de las reglas hariais para asegurar una mejor muestra (en
términos de cambio en las instrucciones)?

Con las preguntas 1.10 y 1.11 se pretende que el profesorado en formacién reco-
nozca que la actividad permite trabajar contenidos curriculares de probabilidad de
Primaria, y que discuta su posible adaptacion a esta etapa. La posibilidad de adaptar
esta actividad a Educacion Primaria dependera, en gran medida, de la discusion
anterior. El profesorado en formacion podria discutir qué contenidos o destrezas
matematicas presentes en el curriculo de Educacion Primaria se pueden trabajar, lo
que ayudaria a situar la actividad en un curso determinado. Estos contenidos o pro-
cesos no se limitan a los del bloque correspondiente, pues se trabajan también, por
ejemplo, el area desde el punto de vista geométrico y las relaciones de proporcion,
entre otros. Competencias matematicas como la representacion o la modelizacion,
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en el sentido de la alfabetizacion matematica de PISA, estan presentes en la activi-
dad y pueden adaptarse a Educacién Primaria. Las aportaciones del profesorado en
formacion vy la orientacion de quien dirige la formacidn en este sentido pueden servir
para reflexionar sobre el conocimiento de los estandares de aprendizaje asociados
a estos contenidos.

Las adaptaciones de la actividad derivadas de la gestion de la tarea, de las
concepciones del alumnado sobre la probabilidad o de la complejizacion o sim-
plificacion de la tarea serviran para analizar el potencial de la actividad desde
el punto de vista de la ensefianza y de la interaccion del alumnado con la tarea,
como parte de las caracteristicas de aprendizaje asociadas a los contenidos
matematicos.

Objetivos especificos

» Reflexionar sobre la importancia del razonamiento probabilistico como resultado
de una actitud racional frente a la incertidumbre o la falta de informacion.

» Conocer situaciones relacionadas con la probabilidad, diferentes de las de dados
y urnas de composicion conocida, vinculadas a la prediccion.

» Considerar qué informacion obtener y como usarla para hacer predicciones y
tomar decisiones.

» Reflexionar sobre los procesos matematicos empleados para tomar decisiones a
partir de la informacion disponible.

» Analizar el experimento de Bayes y explorar su posible aplicacion en Educacion
Primaria.

» Conocer actividades sobre el aprendizaje de la incertidumbre en Educacion
Primaria.

Orientaciones didacticas

En lugar de que cada grupo utilice seis sacos, lo que puede requerir de mucho
material, basta con disponer de uno e ir marcando con tiza o algo similar sobre la
mesa la posicion en la que cae. Los sacos pueden ser bolsitas pequefas (de 3 0 4
cm de lado, por ejemplo) rellenas de cualquier material, como arroz, de modo que se
queden en el sitio en que caen.

Se recomienda que, antes de implementar las actividades, quien dirige la for-
macion vea el video Bayesian Statistics with Hannah Fry (The Royal Institution,
2015), donde se reproduce el experimento de Bayes, y lea el documento de De
Vetten et al. (2019).

Se sugiere que quien dirige la formacion modere la discusion, sefiale los aspectos
importantes, recoja la informacion y oriente las reflexiones de los distintos equipos.
El objetivo es alcanzar las metas planteadas y desarrollar los conocimientos especia-
lizados propuestos de manera constructiva mediante la reflexion colectiva.
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Actividad 2. Consensuamos una prediccion

Descripcion

En esta actividad se proponen primero unos resultados hipotéticos del experimento
anterior para que, por grupos, se formule una prediccion, que después se discute en
asamblea. En esta asamblea se realiza una sintesis de las dos actividades, de forma
que la tarea incluya un espacio de institucionalizacion de los aprendizajes.

El analisis compartido de unos mismos resultados puede servir para institucionalizar
el contenido trabajado en la sesion. Esta actividad aborda el mismo contenido que la
actividad 1, pero permite hacer explicitos los métodos de trabajo del profesorado en
formacion. A continuacion se presenta un analisis del ejemplo propuesto con ideas que
quien dirige la formacion puede usar en el aula. La tabla que se presenta al profesorado
en formacion muestra informacion sobre la localizacion de los lanzamientos respecto
del saco rojo como una Unica variable con cuatro posibles categorias: izquierda/arriba,
izquierda/abajo, derecha/arriba, derecha/abajo. Alternativamente, puede considerarse
como informacion sobre dos variables: posicion horizontal respecto del saco rojo (a
la derecha o a la izquierda) y posicion vertical (arriba o abajo), como en la tabla 5.1.

Tabla 5.1. Resultados hipotéticos del experimento de la actividad.

Izquierda Derecha Total
Arriba 2 0 2
Abajo 2 1 3
Total 4 1 5

La tabla de esta actividad resulta quizad mas intuitiva para la clase. Sin embargo,
la representacion en dos variables es mas flexible y permite construir modelos ma-
tematicos adaptables al problema que se analiza; conviene recordar que el experi-
mento de Bayes es una analogia de un proceso de aprendizaje sobre un fenémeno
a partir de una muestra.

Para entender este proceso de aprendizaje, se utiliza un modelo de urnas y bolas que
representa el estado actual de informacion sobre la posicion del saco rojoy el modo en
que la muestra permite aprender. La dinamica propuesta es la llamada urna de Pdlya.

Supongamos que es razonable aprender sobre la localizacion vertical y la hori-
zontal del saco rojo por separada, sin pérdida de informacion. Esto equivale a dividir
la mesa en cuatro cuadrantes con origen en el saco rojo. El modelo matematico que
subyace a este razonamiento considera las direcciones horizontal y vertical como
dos variables independientes. Por ejemplo, en la muestra simulada, se observa que
los lanzamientos posteriores han caido una vez a la derecha del saco rojo y cuatro
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veces a la izquierda, asi como dos veces arriba y tres veces abajo, sin necesidad de
conocer los pares respectivos. De esta manera, el estado de informacién del tirador
puede representarse mediante un par de urnas: una que contiene bolas marcadas
con izquierda (I) o derecha (D), y otra con bolas marcadas con arriba (+) o abajo ().

La configuracion inicial de estas urnas mentales, que representa una ausencia comple-
ta de informacion sobre la posicion del saco rojo, debe indicar que estos cuadrantes son
igualmente probables; o sea, que cada tipo de bola aparece en igual cantidad, como en la
figura 5.2a, donde se representan urnas con una bola de cada tipo: (11, 1D) y (1 + 1 ).
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Figura 5.2. Situacion inicial de ausencia total de informacion sobre la localizacion del
saco rojo: (a) la urna mental; (b) la mejor apuesta.

Esto ayuda a definir mejor la apuesta sobre la localizacion del saco rojo. Al inicio,
como hay una bola de cada tipo en la urna que representa la informacion actual,
se divide la mesa en dos partes iguales en el eje izquierda-derecha, y en dos partes
iguales en el eje arriba-abajo. La mejor apuesta queda definida como la interseccion
de estas dos lineas, vertical y horizontal (Imagen 5.20).

Al obtener la muestra de la tabla, la situacion de informacién del tirador cambia y le
permite formular una apuesta mejor que cuando no sabia nada. El problema aqui es saber
como cambia esa apuesta de forma coherente con la teoria matematica, de manera que
tenga sentido y contribuya al desarrollo de la intuicion del profesorado en formacion.

La urna de Pdlya es una respuesta probabilistica para este problema, que proporcio-
na lo que se denomina la probabilidad predictiva del suceso en cuestion. Por ejemplo, si
cuatro veces los sacos negros han caido a la izquierda del saco rojo, esto lleva a intuir
que, en un nuevo lanzamiento, seria mas probable que el saco cayera nuevamente a la
izquierda y, por lo tanto, el saco rojo se situaria a la derecha del plano. La urna de Polya
cuantifica esta probabilidad con la siguiente dinamica: cada resultado de la muestra
se traduce afiadiendo una bola del mismo tipo en la urna mental. Asi, con la muestra
obtenida en el ejemplo, las urnas mentales sobre la probabilidad de cada direccion
quedan (51,2 D) y (3+, 4-), como en la figura 5.3a.

Al actualizar la urna con la muestra, se obtienen 5 bolas a favor de izquierday 2 a
favor de derecha. Esto permite dividir la mesa mediante una linea vertical que respete
la proporcion de 2 a 5. Del mismo modo, con 3 bolas arriba y 4 abajo, se divide la
mesa con una linea horizontal en la proporcion de 4 a 3. La interseccion de estas
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dos lineas es la mejor apuesta para la localizacion del saco rojo con la informacion
obtenida al lanzar los 5 sacos negros (figura 5.3b).
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Figura 5.3. Situacion de la informacion sobre la localizacion del saco rojo tras obtener
la muestra, suponiendo independencia entre las direcciones vertical y horizontal: (a)
urnas mentales sobre cada direccion; (b) la mejor apuesta.

Objetivos especificos

» Desarrollar conocimiento matematico sobre inferencia estadistica informal: re-
presentacion y analisis de una muestra, descripcion del proceso inferencial e
incertidumbre de dicha inferencia (De Vetten et al., 2019).

» Aprender a estimar usando la informacion disponible en cada momento, y discutir
criterios de optimalidad (mas probable, mayor promedio, menor pérdida, etc.).

» Reflexionar sobre los procesos matematicos empleados para tomar decisiones a
partir de la informacion disponible.

Orientaciones didacticas

Se sugiere que quien dirige la formacion modere la discusion, guie la actividad, sefale
aspectos importantes, recoja la informacion y oriente las reflexiones de los distintos
equipos. El objetivo es alcanzar las metas planteadas y desarrollar los conocimientos
especializados propuestos de manera constructiva mediante la reflexion colectiva.

Referencias

De Vetten, A., Schoonenboom, J., Keijzer, R. y Van Oers, B. (2019). Pre-service
primary school teachers’ knowledge of informal statistical inference. Jour-
nal of Mathematics Teacher Education, 22, 639-661. https://doi.org/10.1007/
$10857-018-9403-9

The Royal Institution (26 de agosto de 2015). Bayesian Statistics with Hannah Fry
[video]. YouTube. https://youtu.be/7GgLSnQ480s
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Tareas para la formacién del profesorado para ensefiar matematicas

MTSK trabajado en la tarea

Tabla 5.2. Conocimiento matematico y didactico del contenido asociado a la
tarea «Construccion de razonamiento probabilistico a través de la predicciony.

. Categorias asociadas . _ Actividades
Subdominios .. Indicadores de conocimiento D
al subdominio 1 2
Saber como se obtiene la probabilidad predictiva X X
a partir de los resultados de una muestra.
Procedimientos
Localizacion, a través de coordenadas adecuadas, X
de puntos en el plano.
5]
E Reconocer el uso de la probabilidad como medida X
> de informacién parcial.
E KoT  Fenomenologia
s Reconocer situaciones probabilisticas ligadas a X X
= la toma de decisiones.
=
wl
= Interpretacion matematica de la informacion X
g Registros de represen- verbal en la recogida de datos para la inferencia.
3 tacion
S Correspondencia entre registro verbal y grafico X
en la representacion de puntos en el plano.
La préctica de demos- Medida de la incertidumbre como forma de X X
KPM traFr) validacion del conocimiento derivado de una
muestra.
S = Potencialidades y limitaciones del experimento X
&= e 2 . . de Bayes como actividad para la ensefianza del
=9 = Estrategias, técnicas, . . .
=95 KMT . razonamiento inferencial.
Sh5E tareas y ejemplos
o. . -
= <9( S Variantes de |a tarea para la etapa de Educacion X
[SN=]

Primaria.
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5. Construccion de razonamiento probabilistico a través de la prediccion

Hojas de trabajo
Construccion de razonamiento probabilistico
a través de la prediccion

En esta actividad trabajaréis en equipos de cuatro a seis personas.

Asignad, en vuestro equipo de trabajo, quién jugara como tirador, y quién, como
observador (los roles se intercambiaran al acabar el juego). Cada participante debe
completar su hoja respectiva. Al finalizar cada ronda de cinco tiradas, haced una
foto de la mesa para registrar los datos.

Una vez completadas las hoja de tirador y observador, y habiendo pasado todos
los integrantes del equipo por ambos roles, decidid entre todos quién ha hecho la
mejor apuesta y por qué.

Hoja del tirador (anverso)
Equipo:
Nombre del tirador:

Debes ponerte de espaldas a la mesa antes de que el observador coloque el saco
rojo, y no debes mirar la mesa hasta que haya finalizado la actividad.

1.1 Antes de hacer ningun lanzamiento, /donde crees que esta situado el saco rojo?
¢Por qué lo crees?

1.2 Anota, de la forma que consideres, la informacion que te proporcione el ob-
servador en cada tirada.

1.3 Una vez completados tus lanzamientos, ;cambiarias tu apuesta sobre la posicion
del saco rojo? ;Por qué? En caso afirmativo, ;como la cambiarias?
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Hoja del tirador (reverso)
1.4 Dibuja un punto donde creas que esta situado el saco rojo (el cuadrado repre-
senta la mesa, y el trapecio, la posicion del tirador).

1.5. Justifica por qué crees que el saco rojo esta en esa posicion.
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5. Construccién de razonamiento probabilistico a través de la prediccion

Hoja del observador
Equipo:
Nombre del observador:

Cuando el tirador esté de espaldas a la mesa, coloca el saco rojo en algun lugar de
ella, seguin tu criterio. A continuacion, tras cada tirada, indica al tirador como ha
quedado su lanzamiento respecto del saco rojo: a su izquierda o a su derecha; mas
arriba o0 mas abajo.

Anota, de la forma que consideres, la informacion que vayas proporcionando al
tirador en cada tirada.
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Hoja de reflexion grupal
Equipo:

Por parejas de juego, y posteriormente en pequefo grupo, reflexionad sobre las

siguientes cuestiones:

1.6. Cuando habéis jugado como tiradores, ;como habéis registrado la informacion
que os daba el observador?

1.7. iDe qué manera os ha ayudado a cada uno la forma de registro usada para
hacer la prediccion?

1.8. iCambiaron vuestras predicciones iniciales después de realizar el experimento?
¢Por qué si o por qué no?

1.9. ¢Qué razonamientos o procedimientos matematicos habéis usado como tirado-
res para decidir donde estaba el saco rojo después de realizar el experimento?

1.10. (Creéis que se pueden trabajar contenidos curriculares de probabilidad con
esta actividad? En caso afirmativo, jcudles y en qué partes de la actividad?

1.11. ¢Usariais esta actividad en el aula de Primaria? En caso afirmativo, explicad
brevemente como lo hariais.
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5. Construccién de razonamiento probabilistico a través de la prediccion

En esta actividad trabajaréis en equipos de cuatro a seis personas.

Equipo:
Nombres:

Suponed que, al realizar los cinco lanzamientos para obtener informacion, los sacos
quedaron dos veces a la izquierda/arriba, dos veces a la izquierda/abajo, y una vez a
la derecha/abajo respecto del saco rojo, como se representa en la tabla 5.3. Discutid
en pequeno grupo cual seria vuestra prediccion sobre la posicion del saco rojo.

Tabla 5.3. Supuesto resultado del experimento.

lzquierda Derecha Total
Arriba 2 0 2
Abajo 2 1 3
Total 4 1 5
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Formacion inicial
Nivel al que se dirige la tarea: Grado de Maestro en Educacion Primaria
Duracion aproximada de la aplicacion: 2 horas

Fundamentacion

Abordar problemas de generalizacion en el aula de Primaria, entendidos
como el descubrimiento de regularidades que se observan dentro de
un conjunto de casos (Callejo y Zapatera, 2017), supone una aproxima-
cion al desarrollo del dlgebra temprana en el alumnado de esta etapa. El
proceso de generalizar puede nutrirse de heuristicos como utilizar una
tabla o buscar un patrén, que funcionan como recursos de organizacion
y visualizacion de la informacién, lo que favorece el tratamiento de los
datos (Novotna et al., 2014). Estos heuristicos también pueden ayudar a
simplificar y revisar el propio proceso de resolucion (Delisio et al., 2018).
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Tareas para la formacién del profesorado para ensefiar matematicas

El término heuristico fue acunado por Pélya (1945) y refinado por
Schoenfeld (1985) para designar una guia o estrategia asociada a cada
paso de la resolucion, que ayuda a comprender un problemay a ordenar
eficientemente los recursos para resolverlo (Carrillo, 1998). El empleo
de heuristicos pone de relieve el papel de la experiencia y las habilida-
des de quien se enfrenta al problema (Marchi, 1980). Las decisiones que
toma el resolutor van desarrollando su habilidad para afrontar la tarea
(Schoenfeld, 2010), de forma que los heuristicos se integran como he-
rramientas que permiten abordar la resolucién desde nuevos enfoques
(Novotna et al., 2014).

Por otra parte, afortunadamente, cada vez es mds comtn que el pro-
fesorado en formacién se encuentre con aulas inclusivas en las que se
favorece la integracion de distintos tipos de alumnado. Entre la diversidad
del aula de Primaria se encuentra, por ejemplo, alumnado con sindrome
de Asperger, incluido en el trastorno del espectro autista (TEA). Este
alumnado suele mostrar habilidades para focalizarse en los detalles (De
Giambattista et al., 2019), caracteristica que resulta muy util para detectar
regularidades y que se complementa con una tendencia al pensamiento
visual, lo cual facilita el descubrimiento de patrones en un dibujo al
abordar un problema de generalizacién. Sin embargo, puede mostrar
dificultades de comprensién verbal, lo que puede derivar en errores de
interpretacion de enunciados y claves verbales (Bae et al., 2015). Ade-
mads, las limitaciones asociadas a las funciones ejecutivas (Ozonoff y
Schetter, 2007) —como, por ejemplo, la planificacion, la organizacion,
la prediccion, la memoria de trabajo o la autorregulacion—, junto con
dificultades de atencion, se traducen en que el alumnado suele saltarse
pasos en la resolucién, olvidar el objetivo del problema o incluso las
propias estrategias (Klaren et al., 2017).

La investigacién ha mostrado que proporcionar a este alumnado apoyo
e instruccion basados en la estructuracion del proceso de resolucién y en la
representacion favorece su éxito en la resolucion de problemas de genera-
lizacién (Root et al., 2021). Por ello, el profesorado en formacién requiere
un conocimiento especializado en recursos y estrategias didacticas que
faciliten el proceso de resolucién de problemas del alumnado. El empleo
de diferentes registros, como la representaciéon verbal, la simbélica, los
gestos, los movimientos o los dibujos (Chico et al., 2023), puede contribuir
al desarrollo del lenguaje algebraico de todo el alumnado, en consonancia
con los principios de participacion, implicacion y representacion del dise-
no universal de aprendizaje (en adelante, DUA) (Rose y Gravel, 2010). Por
otro lado, organizar el proceso de resolucién del alumnado en distintas
fases, como las de Pélya (1945), puede ayudar a estructurar la aplicacién
de estrategias de generalizacion (Chico et al., 2022).
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6. El problema de la arquedloga. Resolucion de problemas de generalizacién desde un enfoque inclusivo

Objetivos generales
Se busca que el profesorado en formacion:

» Resuelva un problema de generalizacion y plantee distintas estrate-
gias para abordarlo.

» Reflexione sobre las posibles dificultades del alumnado de Educacién
Primaria al resolver el problema.

» Conozca algunas estrategias de ensefnanza inclusiva para atender di-
chas dificultades, basadas en el uso de material manipulativo y en la
secuenciacion del enunciado.

» Examine las estrategias de resolucion empleadas por el alumnado con
sindrome de Asperger (TEA) y profundice en las caracteristicas que
pueden influir en el proceso de resolucion.

Conocimientos, habilidades o competencias previas
necesarias

Para abordar esta tarea, el profesorado en formacion deberia tener conoci-
mientos basicos sobre la resolucion de problemas de generalizacion, el heu-
ristico «buscar un patrén» y el uso de tablas en la resolucién de problemas.

Orientaciones generales para quien dirige la formacion

Esta tarea formativa hace uso de procesos de resolucion de un problema
desarrollados por el alumnado con sindrome de Asperger, a quienes se les
facilito el uso de material manipulativo. Se considera conveniente discutir
primero con el profesorado en formacion las distintas estrategias de reso-
lucion posibles para profundizar después en las estrategias empleadas por
el alumnado en sus producciones. Se busca también que el profesorado
en formacién reflexione sobre el posible uso de materiales de apoyo en
la resolucion del problema y sobre su papel en una ensefianza inclusiva
de las matematicas, puesto que estos materiales pueden favorecer el de-
sarrollo del pensamiento algebraico en la diversidad de alumnado.

Recursos fisicos o virtuales

» Organizadores graficos y pictogramas de escaleras de distintas alturas
(anexo 1).
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» Cuadrados de goma EVA de dos centimetros de lado para la construc-
cion de los términos de la secuencia.

Actividad 1. Resolucion del problema de la arqueologa

Descripcion

Se propone al profesorado en formacidn la primera parte de la tarea como actividad pre-
via a la sesion: resolver el problema de la arquedloga aplicando tantas estrategias distintas
como sea posible (al menos dos, correspondientes a los apartados 1.1y 1.2 de la tarea).

La sesion comienza con una discusion de las estrategias que el profesorado en
formacion ha trabajado individualmente. Durante la puesta en comun, quien dirige la
formacion propone a algunos miembros del grupo que compartan sus resoluciones,
procurando que el planteamiento de estas vaya de menor a mayor demanda cognitiva
y que se mencionen diferentes registros de representacion (pictorico, numérico y
algebraico). La actividad invita al profesorado en formacion a observar la resolucion
del problema desde distintas perspectivas y a vincular distintos registros. Esta vision
mas amplia del problema puede favorecer la deteccion de las dificultades que han
experimentado como resolutores del problema, las cuales pueden vincularse a las
que pueda mostrar el alumnado de Educacion Primaria.

Esta reflexion, con una guia mas o menos cerrada en funcion del planteamiento
del profesorado en formacion, pretende desembocar en la cuestion de como podria
abordarse el problema de la arquedloga con alumnado de tercer ciclo de Primaria. La
discusion debe subrayar la importancia de la comprension del problema y el papel
de la representacion. En este sentido, se presentan ejemplos de materiales disefiados
para facilitar ambos aspectos: las piezas de goma EVA, los pictogramas y los orga-
nizadores graficos disponibles en el anexo 1 (véase la figura 6.1). A partir de ellos,
se reflexiona sobre el posible uso del material manipulativo y de los organizadores
para afrontar las dificultades comentadas.

Figura 6.1. Material manipulativo (piezas de goma EVA), pictogramas y organizadores
graficos.
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6. El problema de la arquedloga. Resolucion de problemas de generalizacién desde un enfoque inclusivo

Objetivos especificos

» Resolver un problema de generalizacion utilizando diferentes estrategias propias
de Educacion Primaria.

» Analizar las posibles dificultades vinculadas a la resolucion del problema.

» Examinar las posibilidades del enunciado, su potencialidad y sus posibles
variantes.

Orientaciones didacticas

De manera general, se propone a quien dirige la formacion que trabaje toda la ta-
rea en pequefios equipos como primera aproximacion a las actividades, para luego
proceder con las discusiones en plenaria que permitan consensuar las conclusiones
de cada actividad.

Con el profesorado en formacion pueden discutirse posibles dificultades y me-
joras del enunciado del problema, abordando cuestiones como: ipor qué solo se da
la altura de un cajon si tiene tres dimensiones?, inecesitamos que los cajones sean
del tamafo del dinosaurio o menores? (considerando, por ejemplo, la altura de la
arquedloga y como o con qué limpia el fosil).

Se sugiere que quien dirige la formacion modere la discusion, guie la actividad y
sefiale aspectos importantes sobre el problema que se analiza y el material emplea-
do. Ademas, se espera que oriente las reflexiones de los distintos equipos sobre las
estrategias de resolucion, con el fin de alcanzar los objetivos planteados y desarrollar
los conocimientos especializados propuestos de manera constructiva a través de la
reflexion colectiva.

Actividad 2. La resolucion de Raul

Descripcion

La consigna general de la actividad es: «Observad e interpretad la resolucién de Raul
al abordar el problema de la arqueologa, atendiendo a las distintas situaciones que
se planteann.

Para la lectura y reflexion debe aclararse que las tres situaciones corresponden
a la resolucién de un unico alumno de Primaria, Raul, y siguen el orden propuesto.
A continuacion, se ofrecen algunas aclaraciones sobre cada situacion, destinadas a
quien dirige la formacion, con el fin de facilitar su comprension y su potencial como
objeto de reflexion del profesorado en formacion.
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Situacion 2.1. Resolucion de términos cercanos y consecutivos
apoyados en el dibujo

Raul cuenta los cajones sobre el dibujo y afiade otros nuevos en forma de columna
para responder a las cuestiones sobre el dinosaurio de dos y cuatro metros. Cuando
debe enfrentarse al de ocho metros, aunque dibuja hasta la columna 7, cambia de
estrategia al darse cuenta de que el numero de cajones de cada escalén aumenta
siempre en uno. Modifica no solo su manera de contar, sino también de dibujar:
coloca unicamente un «cajon flotante» en cada nuevo escalon, que le sirve de guia
para continuar la secuencia y sumar 8, 9y 10 cajones en cada nueva columna. Este
estudiante solia cometer muchos errores de calculo por intentar realizar las opera-
ciones rapidamente: olvidaba llevadas o escribia cifras erroneas. Mientras aplicaba
la estrategia de «cajones flotantesn, al volver atras (a los primeros términos), por
haber cometido errores al sumar mentalmente, descubre que los resultados de su
estrategia de conteo inicial también contenian algunos errores.

Situacion 2.2. Resolucion de términos cercanos y consecutivos
buscando una relacion funcional

Tras trabajar con el dibujo, se le proporciona a Raul el organizador grafico. El estu-
diante comienza a anotar los datos que ha obtenido previamente, algunos de ellos
erroneos (olvida que los habia corregido, vuelve al dibujo y comete errores de conteo).
Tras completar cinco filas con los datos que ha observado, la docente le pregunta si ha
descubierto algo (Raul no explica lo que hace, solo escribe en silencio). Entonces dibuja
unas flechas que relacionan verticalmente los datos y parece descubrir un patron,
aunque erroneo: de una escalera a otra se suma 4, 6, luego 8... Continua sin verificar
con el dibujo, los pictogramas o la goma EVA. La docente le pide que explique qué
esta escribiendo, y es en ese momento cuando Raul advierte el error: la repeticion del
numero 8, , en lugar del esperable 10, lo cual rompe la supuesta regularidad. Revisa
entonces sus datos y descubre los errores que ha cometido al contar y sumar.

Situacion 2.3. Generalizacion a términos lejanos y no consecutivos

Una vez corregidos los datos del organizador y las relaciones observadas (reflejadas
con las flechas verticales), se le plantea a Raul averiguar la cantidad de cajones para
alcanzar el dinosaurio de 20 metros. Se le propone que, a falta de espacio, coloque
juntos dos organizadores. El estudiante, en la fila siguiente al 10, anota los datos del
20 en la columna correspondiente a «alturan y afiade la flecha vertical «20». De este
modo, sigue la regularidad sin tener en cuenta que son términos no consecutivos y
que se han omitido los valores del 11 al 19.

Se pide al profesorado en formacion que reflexione sobre el proceso de resolucion
de Raul. Los equipos deben discutir el papel de la representacion en dicha resolucion,
las dificultades que el alumno evidencia y la posible influencia del material en cada
una de sus estrategias. Para ello, se les proporciona un guion con preguntas que
pretenden orientar la reflexion (preguntas 2.3.1 a 2.3.5).
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6. El problema de la arquedloga. Resolucion de problemas de generalizacién desde un enfoque inclusivo

La progresion de las preguntas establece un orden de reflexion, aunque hay
cuestiones que, con la orientacion de quien dirige la formacion, deben ser abordadas
de manera transversal, como:

» Los tipos de representacion en las tres fases de resolucion del estudiante: picto-
rica (en la situacion 2.1) y tabular (en las situaciones 2.2 y 2.3).

» El potencial del organizador tabular (situaciones 2.2 y 2.3) frente al uso del dibujo
(situacion 2.1): plantear los datos en forma de tabla propicia un orden y una
planificaciéon que no solo ayudan al alumno a superar dificultades vinculadas a
la memoria de trabajo y el calculo mental evidenciadas en la situacion 2.1, sino
que ademas favorecen el descubrimiento de reqularidades (situaciones 2.2 y 2.3).

» Los errores que comete el alumno: errores de conteo y calculo mental, favorecidos
por no disponer de un registro; falta de inhibicion y autorregulacion de su propio
proceso, lo que le lleva a inventar un patrén en la situacion 2.2 sin revisar los
errores cometidos al sumar cajones, y dificultades al trabajar con términos no
consecutivos en la situacion 2.3, aspecto en el que puede influir el organizador.

Objetivos especificos

» Leer y comprender las tres etapas de resolucion de Raul, y reflexionar sobre las
estrategias que desarrolla el estudiante al abordar el problema de la arqueologa.

» Discutir las estrategias de generalizacion.

» Analizar el papel de la representacion en la resolucion del alumno.

» Examinar el papel del material (organizador grafico) en la resolucion del problema.

Orientaciones didacticas

Se propone continuar trabajando en los mismos equipos y con el modelo de puesta
en comun en plenaria para comparar distintas reflexiones y contrastar respuestas.

En esta actividad, quien dirige la formacion se centra en reformular las cuestiones
para que los grupos aporten sus reflexiones, y plantea preguntas que guien la discu-
sidon y generen cuestiones transversales (propuestas en el apartado de descripcion).

Se recomienda trabajar primero sobre las situaciones 2.1, 2.2 y 2.3, ya que las tres
reconstruyen las fases del proceso de resolucion del problema de un unico alumno,
Raul, desde la comprension hasta la revision del propio proceso.

En la primera parte de esta actividad, quien dirige la formacion se centra en
aclarar posibles cuestiones sobre la resolucion de Raul, procurando ofrecer pautas
descriptivas y no analiticas de cada una de las tres situaciones. Para ello, puede
apoyarse en la descripcion de la situacion que se le ha proporcionado. Conviene
dejar margen para que el profesorado en formacion reflexione sobre el proceso
de resolucion; la guia descriptiva persigue que, si hay dudas sobre lo que Raul ha
dibujado o escrito, se puedan aclarar sin adelantar el analisis. Durante la puesta en
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comun, a la hora de propiciar que el profesorado en formacion reflexione sobre las
diferencias entre usar el material para representar y usarlo para resolver el problema,
quien dirige la formacién puede plantear la importancia de utilizar diversas formas
de representacion con el objetivo de promover distintas formas de pensamiento
en el alumnado, lo cual sienta las bases para una discusion posterior sobre el DUA.

Actividad 3. La resolucion de Noa

Descripcion

Tras discutir la resolucion de Raul, se plantea el caso de Noa, un nifio de quinto de
Primaria. Se entrega al profesorado en formacién un nuevo guion que incluye la
descripcion de la situacion de Noa y unas cuestiones para la reflexion.

Situacion 3.1. La resolucion del dinosaurio de 30 metros
Noa es otro estudiante de Primaria que resolvio el problema de la arquetloga utilizan-
do el organizador grafico y los pictogramas. Tras responder las cuestiones planteadas
en el enunciado, se le propone, al igual que a Raul, averiguar los cajones necesarios
para alcanzar un dinosaurio de 20 metros de altura. Su propuesta consiste en su-
mar los niimeros consecutivos a 55 (escalera de diez metros de altura) hasta llegar
a 20. Es entonces cuando, motivado, decide calcular los cajones para el dinosaurio
de 30 metros. En esta situacion se observa como el estudiante intenta emplear una
estrategia mucho mas rapida que la operacion aditiva anterior (que implicaba tantos
sumandos): 210 x 30. Es habitual que el alumnado recurra a la multiplicacién como
medio para «acelerar» una suma de elementos, por lo que cabe esperar reflexiones
de este tipo entre el profesorado en formacidn. Sin embargo, resultaria interesante
discutir el error del alumno y el origen de los factores que emplea. Puede abordarse
en este punto la concepcion de la multiplicacion que evidencia el estudiante, quien
sustituye una suma de numeros consecutivos por multiplicar su ultimo resultado,
210 (correspondiente a la escalera de veinte metros), por 30.

Se observan ademas atisbos de falta de inhibicidn, favorecidos por las ganas
de terminar y por la propia motivacion del alumno, que no analiza su propuesta y
opta por volver a la suma cuando se le pregunta por el porqué de la multiplicacion.

Objetivos especificos
» Visualizar una estrategia de generalizacion de un estudiante de quinto de Primaria

al abordar el problema de la arquedloga.
» Identificar dificultades especificas en el proceso de generalizacion.
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Orientaciones didacticas

Se propone continuar trabajando en los mismos equipos y con el modelo de puesta
en comun en plenaria para comparar distintas reflexiones y contrastar respuestas.

De nuevo, quien dirige la formacion se centra en guiar la discusion y orientar la
reflexion hacia la comparacion de estrategias y las distintas formas de pensamiento
al afrontar un problema de generalizacion.

La situacion 3.1, que presenta el proceso de resolucion de Noa, se introduce tras
completar la actividad 2 con el fin de establecer comparaciones sobre estrategiasy
formas de pensamiento de dos alumnos de la misma edad que afrontan un mismo
problema.

Actividad 4. La ensefianza inclusiva de la resolucion de
problemas

Descripcion

En esta actividad se introducen cuestiones relativas al TEA. La discusién final puede
ser el momento mas recomendable para comentar el diagndstico de estos alumnos,
ya que permite mostrar que algunas de las dificultades que manifiestan (como el
déficit de atencion en la tarea, la desorganizacion o los errores de calculo) son ca-
racteristicas que puede presentar cualquier alumno del aula. También es el momento
adecuado para resaltar sus habilidades de visualizacion y las posibilidades de los
recursos y las diferentes representaciones en Educacion Primaria.

Tras finalizar las actividades de reflexion sobre las situaciones de Noa y Raul,
se comenta con el profesorado en formacion que ambos estudiantes presentan
necesidades especificas derivadas del TEA, entre cuyas caracteristicas destacan,
por un lado, su habilidad para percibir los detalles y un alto grado de pensamiento
visual, y, por otro, dificultades en la comunicacion verbal, la planificacion, la aten-
cion conjunta y la autorregulacion, asi como cierta rigidez mental. Se proporciona
al profesorado en formacion un esquema con la descripcion de los rasgos que
la investigacion vincula al TEA (véase la lectura complementaria de Darretxe y
Sepulveda, 2011).

Se plantea entonces una discusion sobre esta necesidad educativa especial en
relacién con el problema de la arquedloga, y se establecen algunas hipotesis mediante
las actividades 1, 2, 3 y 4 de la tarea.

Son varios los aspectos asociados al TEA que el alumnado puede evidenciar.
A continuacion se recogen algunos ejemplos relacionados con el problema de la
arqueologa:
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» Situacion 2.1: dificultades de planificacion y organizacion (no anota el conteo,
solo el resultado, lo que genera errores); pensamiento visual (el dibujo parece
ayudarlo a comprender la situacion, y esquematizar pictéricamente los escalones
lo lleva a descubrir una regularidad).

» Situacion 2.2: dificultades de organizacion y planificacion (utilizar la tabla favo-
rece el registro de los datos y la visualizacion de las relaciones entre ellos); habi-
lidades de deteccion de regularidades (halla un patron); dificultades de memoria
de trabajo (olvida de donde obtiene los nimeros); dificultades de autorregulacion
(o revisa sus datos).

» Situacion 2.3: pensamiento visual (la tabla favorece su proceso de generaliza-
cion y organizacion de los datos); dificultades de memoria de trabajo (olvida su
estrategia y suma 20 directamente).

» Situacion 3.1: falta de inhibicion (plantea ideas sin pensar); dificultades de au-
torregulacion (no revisa su propuesta); dificultades de organizacion (realiza el
calculo desordenando los sumandos).

Aunque no se profundice en estas caracteristicas, es recomendable resaltar como
ofrecer la posibilidad de usar los materiales favorece la aparicion de distintos registros
y deja espacio a diferentes formas de pensamiento en el alumnado (dibujo, flechas
esquematicas, representacion tabular o ausencia de material).

Es interesante discutir con el profesorado en formacion si el hecho de saber
que Noa y Raul presentaban necesidades educativas especiales modifica en algo su
reflexion sobre las cuestiones planteadas en las actividades 2 y 3 (tipos de repre-
sentacion, potencial o limitaciones de los materiales, registros en la resolucion de
problemas, etc.). Se aborda asi la cuestion de la educacion inclusiva y como el uso
de materiales o de diferentes formas de presentacion puede favorecer el desarrollo
de las habilidades de todo el alumnado como resolutores de problemas, sin segregar
en funcion de sus caracteristicas.

Objetivos especificos

» Analizar la propuesta del problema de la arquedloga desde la atencion a la di-
versidad (uso del material, secuenciacion del enunciado y de las preguntas) y
compararla con otros problemas analogos.

» Examinar las estrategias de resolucion manifestadas por alumnado con sindrome
de Asperger (TEA) en un taller sobre el problema de la arquedloga, y profundizar
en las caracteristicas que pueden influir en el proceso de resolucion.

Orientaciones didacticas

Se propone continuar trabajando en los mismos equipos y con el modelo de puesta
en comun en plenaria para comparar distintas reflexiones y contrastar respuestas.
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Quien dirige la formacion se centra en describir algunas caracteristicas del TEA'y
en orientar la discusion y reflexion del profesorado en formacion.

Se introducen cuestiones relativas al TEA y se aborda la resolucion de problemas
desde una perspectiva inclusiva.
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MTSK trabajado en la tarea

Tabla 6.1. Conocimiento matematico asociado a la tarea «El problema de la
arqueologa. Resolucion de problemas de generalizacion desde un enfoque in-

clusivon.
L. Categorias asociadas . . Actividades
Subdominios .. Indicadores de conocimiento e
al subdominio 1 2 3 a4
Conocer estrategias de resolucion de problemas X
- de generalizacion (como la observacion de la
'C:) regularidad en la diferencia entre términos o
‘g Procedimientos estrategias visuales como completar la figura
= geométrica correspondiente).
<§E Kol
= Reconocer la estrategia de descubrimiento de X
% patrones geométricos.
% Registros de represen-  Reconocer el uso de tablas de doble entrada para X
S tacién la observacion de regularidades.
o
(5} . L
KPM La practica de resolver ~ Conocer las fases y heuristicos que pueden estar X X

problemas

presentes en la resolucion de problemas.
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Tabla 6.2. Conocimiento didactico del contenido asociado a la tarea «El pro-
blema de la arquedloga. Resolucion de problemas de generalizacion desde un
enfoque inclusivon.

Subdominios

Categorias asociadas
al subdominio

Indicadores de conocimiento

Actividades

1 2 3 4

CONOCIMIENTO DIDACTICO DEL CONTENIDO

KFLM

Formas de interaccion
de los estudiantes con
el contenido matema-
tico

Conocer las estrategias de resolucion de pro-
blemas de generalizaciéon del alumnado de
Primaria (de conteo, recursivas...) y el uso de
representaciones.

X X

Conocer diferentes estrategias de generaliza-
cion en términos cercanos y lejanos.

Conocer estrategias de resolucion de problemas
de generalizacién del alumnado de Primaria con
sindrome de Asperger (TEA).

Fortalezas y debilidades

Reconocer habilidades y obstaculos del alum-

nado en el proceso de generalizacion, como
registrar, organizar y relacionar los datos, rea-
lizar célculos o buscar regularidades grafica y
aritméticamente.

Reconocer dificultades relacionadas con las
operaciones multiplicativas y con la compren-
sion del problema y de la propia estrategia de
resolucién; habilidades de visualizacion y cal-
culo.

KMT

Teorias de ensefianza
de las matematicas

Conocer el disefio universal de aprendizaje
(DUA) como metodologia de ensefianza.

Recursos didacticos

Reconocer el uso del dibujo y del organizador ta-
bular para resolver problemas de generalizacion,
asi como sus potencialidades y limitaciones.

Reconocer la secuenciacion del enunciado
de un problema como medio para facilitar su
comprension y resolucion al alumnado con di-
ficultades.
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Hojas de trabajo

El problema de la arquedloga. Resolucion de problemas
de generalizacion desde un enfoque inclusivo

En esta actividad, cada profesor en formacion resuelve el problema de manera in-
dividual (apartados 1.1y 1.2). El objetivo es reunir, al compartir después con el resto
del equipo, la mayor variedad posible de estrategias de resolucion. Los apartados
1.3y 1.4 se trabajan en grupos de dos a cuatro personas.

Una arquedloga necesita limpiar las figuras de los dinosaurios que se exponen
en el museo. No dispone de una escalera, pero ha encontrado cajones de madera
del mismo tamano que puede apilar para subir (véase la figura 6.2).

Cada cajon mide un metro de altura.

Figura 6.2. Forma en que se apilan los cajones.

;Cudntos cajones necesita para alcanzar la altura del Velociraptor (2 m)?
;Y para alcanzar la del estegosaurio (4 m)? ;Y la del Gigantoraptor (8 m)?
;Y la del Tyrannosaurus rex (10 m)?

1.1 ¢Como resolverias el problema? Detalla tu estrategia de resolucion.
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1.2 ¢Podrias resolverlo de otro modo? Describe otra estrategia de resolucion dife-
rente a la anterior.

1.3 ({Tuvisteis alguna dificultad para resolver el problema?

1.4 ¢Creéis que el alumnado de tercer ciclo de Primaria podria resolver el problema?
¢Qué dificultades podria encontrar para abordarlo?

Observa e interpreta la resolucion de Raul al abordar el problema de la arquedloga,
atendiendo a las situaciones 2.1, 2.2 y 2.3.

Situacion 2.1. Resolucion de términos cercanos y consecutivos
apoyados en el dibujo

Raul comienza a resolver el problema de manera auténoma: cuenta los cajones en
el dibujo del enunciado, que va ampliando con nuevas columnas de cajones. Cuando
se le pregunta por su estrategia, habla de «apilar las cajas». Para resolver el caso del
Gigantoraptor (8 m), decide cambiar de estrategia: representa solamente los cajones
superiores de cada columna (figura 6.3). Esta nueva estrategia le permite detectar
algunos errores que habia cometido en el conteo previo, de manera que los corrige.
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Profesora (P): Oye, ;qué altura te piden?

8?7 iEsto es de 8? (Seriala el dibujo de la

escalera de Rauil).

Raul (R): (Se queda quieto mirando el

dibujo y enseguida cuenta una columna

mds). iAh, 20!

P: Vale. ¢Por qué serian 207

R: Porque, si tengo que subir 8 metros, 1, 2,

3,4, 5... (Cuenta sefialando solo los cajones

superiores de cada columna. Se detiene).

P: Es mas, ino?

R: Si, 3 mas... mas los de abajo. (Afade
Figura 6.3. Escalones flotantes cajones superiores halsta alcanzar los 8 de
de Ral altura'y cuenta los cajones totales).

Situacion 2.2. Resolucion de términos cercanos y consecutivos
buscando una relacion funcional

Se reta a Raul a averiguar cuantos cajones necesitaria la arquedloga para alcanzar un
dinosaurio de 20 metros (tras preguntarle por algunos ejemplos de especies, ya que le
encantan). Para ello, se le proporciona el organizador. Tras unos instantes de silencio,
se le repite la pregunta, esta vez incidiendo en los ejemplos anteriores sobre los 4, 5y
6 metros. Raul vuelve a contar para completar el organizador, por lo que la profesora
le sugiere encontrar una estrategia mas rapida. «Saltar», contesta Raul. Comienza a
«saltar» utilizando el organizador y registra la informacion para cada nuevo escalon.
Tras «saltar» hasta los 8 metros, Raul comienza a dibujar flechas en el organizador
(figura 6.4) para conectar verticalmente los niimeros de cajones. Hasta ese momento
habia calculado todo de memoria, lo que le hacia olvidar los datos y cometer errores
de calculo.

Figura 6.4. Estrategia de las  Figura 6.5. Representacion de la estrategia de Raul
flechas. (figura 6.4).
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P: De aqui a aqui (de 4 a 5 de altura), ;cuanto aumenta?
(Raul comienza a dibujar flechas que relacionan los datos verticalmente, y busca
y anota la relacion entre cada uno).
R: La de 8 son 42. (Se refiere a la escalera sobre la que le habian preguntado
previamente).
P: iSequro?
: Creo que si. 40 o algo asi.
: De aqui a aqui, jcuanto?
: Va sumando de dos en dos. Creo que es 40.
: (Por qué?
: Porque entre el de 20 y el de 30 seria 40. Y 6 + 4...
: Pero estamos en el de 8, cuidado.
:Si... ah... A ver. El de 8 serian 36 cajones.
P: Vale. ;Y el de 97 Lo podemos poner aqui abajo, aunque no haya celda.
(Raul ariade la flecha y escribe el resultado).
R: 40
P: ;Por qué?
R: Porque habria que sumarle 4 a este. (Sefiala el de 8).
P: ;Cuanto has sumado del de 7 al de 8?
R: 8. (Borra y se queda mirando su registro).
P: Aqui hay algo raro, porque va 4, 6, 8, 8.
R: Es que son 36, pero...

X UXUXVU0

Situacion 2.3. Generalizacion a términos lejanos y no consecutivos

Una vez respondidas todas las preguntas del enunciado, se le propone de nuevo el
reto del dinosaurio de 20 metros. Raul escribe «20» en la columna de altura y la co-
rrespondiente flecha con un «20» para calcular el término de la secuencia (figura 6.6).

Figura 6.6. Secuencia de Raul.
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2.3.1. iQué heuristicos se observan en la resolucion de Raul?

2.3.2. Describe la estrategia de Raul para resolver los casos del Gigantoraptory del
dinosaurio de 20 metros (situaciones 2.1y 2.2). Compara ambas estrategias e
identifica similitudes y diferencias. ;Qué papel desempefan estas estrategias
en la generalizacion?

2.3.3 Describe las diferentes formas de representacion que emplea Raul, asi como
sus potencialidades y limitaciones en el proceso de resolucion del problema.

2.3.4 Valora cémo el organizador tabular puede influir en el proceso de resolucion
de Raul (situaciones 2.2 y 2.3), en términos de potencialidades y limitaciones.

2.3.5 Observa la resolucion de Raul (situaciones 2.1, 2.2 y 2.3) e identifica las posibles
fases de resolucion de acuerdo con la teoria de Polya.
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Situacion 3.1. La resolucion del dinosaurio de 30 metros

Tras recibir el mismo reto que Raul, Noa se propone calcular cuantas cajas necesi-
taria la arquedloga para alcanzar un dinosaurio de 30 metros («jVamos a hacerlo
de cabezal). Para ello, consulta su organizador y realiza una suma de los niimeros
consecutivos con los que ya habia trabajado, partiendo del 55 (n = 10): 55 + 11 +
12+ 13+ 14+ 15+ 16 + 17 + 18 + 19 + 20. Obtiene 210 y lo multiplica por 30.

Noa (N): Voy a ponerme un reto... mmm. 20 metros.

Profesora (P): 20 metros. Si la arqueologa tuviera que alcanzar al Triceratopsy
sus 20 metros, jcuantos cajones necesitaria?

N: Si estamos en 10 (partimos de 10 metros), necesitaria 10 cajones. Pero apilados
para hacer la altura. Asi que, de manera rapida, seria 55 + 11 + 12 + 13 + 14 + 15
+ 16+ 17 + 18 + 19.Y el 20 no lo pongo.

P: ;Por qué?

N: Bueno, mejor lo pongo.

P: Pero ipor qué lo pones? A ver, explicame.

N: Porque, si tenemos que llegar a los 20 metros, pues lo pongo, Y asi se calcularia
de forma rapida. (Comienza a calcular de manera desordenada y se equivoca por la
cantidad de sumandos en la operacion).

P: ;Por qué no tachas los que vas diciendo?

(Noa lo hace y calcula).

N: 210 cajones. [...] (Y si fueran 30?7 Vamos a hacerlo mentalmente: 210 x 30.

P: ;Por qué por 30?7

N: Porque asi no tengo que poner todo este lio de numeritos.

P: Porque al final lo que tienes que sumares 1+ 2 + 3 + 4...

N: Por eso multiplico por 30, porque asi estoy haciendo casi lo mismo. (Ante la
insistencia de la profesora en que lo explique, prefiere volver a la suma).

3.1.1 ;Qué heuristicos se observan en la resolucion de Noa?

130



6. El problema de la arquedloga. Resolucion de problemas de generalizacién desde un enfoque inclusivo

3.1.2 Describe la estrategia de Noa para afrontar el caso del dinosaurio de 20 m.

3.1.3 iCoémo justificas la operacion 210 x 30 que plantea el estudiante? ;Por qué
crees que la plantea?

3.1.4 Compara las dos estrategias de Raul y Noa al resolver el dinosaurio de 20
metros (situaciones 2.1y 3.1) e identifica las similitudes vy las diferencias. ;Qué
papel desempefian estas estrategias en la generalizacion?

Las resoluciones anteriores corresponden a alumnado con trastorno del espectro
autista (TEA), nivel 1. La literatura describe algunas caracteristicas del trastorno,
como las que se recogen a continuacion:

Tabla 6.3. Caracteristicas del TEA descritas en la literatura.

Habilidades Necesidades
Focalizacion en detalles Dificultades para ver la globalidad de una figura.
Pensamiento original Dificultad para la comprensién verbal
Trabajo independiente Poca flexibilidad de pensamiento
Reconocimiento de patrones Dificultades de atencion sostenida
Visualizacion Dificultades de organizacion y orden
Memoria visual y mecanica Dificultades de memoria de trabajo
Perseverancia Dificultades para predecir
Intereses marcados Dificultades para autorregularse
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4.1 Identifica evidencias de algunas caracteristicas del TEA en las situaciones 2.1 a
2.3y 3.1

4.2 |dentifica en las situaciones 2.1y 2.2 como determinadas estrategias o recursos
contribuyen al aprendizaje del alumnado con estas caracteristicas.

4.3 Reflexiona sobre si estas estrategias pueden ser Utiles para dar respuesta a las
caracteristicas de todo el alumnado.
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ANEXO 1. Plantilla de organizador grafico con ejemplos

de pictogramas proporcionado al alumnado

Escalera de cajas Altura Numero de cajas
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Formacion inicial
Nivel al que se dirige la tarea: Grado de Maestro en Educacion Primaria
Duracion aproximada de la implementacion: 3 horas

Fundamentacion

Los curriculos para la formacién de profesorado de dreas STEM (ciencias,
tecnologia, ingenieria y matemadticas) se optimizan cuando permiten
construir de forma sé6lida el conocimiento especializado que los futuros
docentes necesitardn en su practica (Hill et al., 2020). Por otro lado, la
perspectiva practica en la formacién inicial del profesorado resulta mas
eficaz (Boyd et al., 2009) y se ve fortalecida cuando se conecta con la
practica profesional (Goos, 2014). Uniendo todas estas ideas, y teniendo
en cuenta que las tareas profesionales deben ser el eje vertebrador del
curriculo de formacion de profesorado (Ball y Forzani, 2007), nos cen-
tramos en la tarea profesional de reflexion tras una sesion de clase como
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medio para planificar mas eficazmente la siguiente. Esta reflexion es
mas efectiva si se apoya en un marco organizativo (Santagata y Guarino,
2011) y se ejerce desde una mirada profesional (Fernandez et al., 2018);
en este caso, nuestro marco organizativo serd MTSK (Carrillo-Yafiez et
al., 2018).

Entre los temas en los que el profesorado de Educacion Primaria ha
de estar s6lidamente preparado se encuentra la definicion de conceptos
geométricos, como, por ejemplo, el de poligono.

Esta tarea se inscribe en el proceso de razonamiento geométrico
de definir (Gutiérrez y Jaime, 1998) como parte del conocimiento
especializado del profesorado de matematicas. Parece evidente que el
conocimiento del profesorado de matematicas incluye no solo las de-
finiciones de los conceptos matematicos, sino también las estructuras
que las sustentan y el modo en que se debe definir (Zazkis y Leikin,
2008).

Objetivos generales

1. Desarrollar el conocimiento especializado del profesorado en for-
macién sobre la ensefianza y el aprendizaje de la definicién de
poligono.

2. Reflexionar sobre la practica matematica de definir en el contexto de
los poligonos.

3. Identificar ejemplos, contraejemplos y no ejemplos ttiles para deter-
minar una definicién del concepto de poligono.

4. Desarrollar la mirada profesional del profesorado en formacién so-
bre la identificacién del pensamiento del alumnado, la interpretacién
y el disefo de actividades (Ferndndez et al., 2018).

Conocimientos, habilidades o competencias previas
necesarias

Para resolver las actividades planteadas en esta tarea, el profesorado
en formacion debe conocer previamente el modelo de razonamiento
geométrico de Van Hiele (Gutiérrez y Jaime, 1998) e identificar las prin-
cipales caracteristicas de la forma en la que el alumnado desarrolla los
principales procesos de razonamiento. Se habra tratado ya la postura
de Canals (1997) sobre el conocimiento geométrico y las orientaciones
para trabajar este contenido de asociaciones como NCTM (2000) y el
curriculo oficial.
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Orientaciones generales para quien dirige
la formacion

Para contextualizar el caso, se comienza con la visualizacién de la fi-
gura 7.1, que el profesorado en formacion debera analizar para detectar
errores en la agrupacion de las figuras. Se plantea la actividad 1 para
resolver primero individualmente y luego en grupos de unos cuatro
miembros. Se debe tener en cuenta que el profesorado en formacién
cometerd errores similares a los que muestra el alumnado que aparece
en la transcripcion, como indicar que el circulo es un poligono o que
ciertas figuras curvas o abiertas son poligonos porque «se parecen» a
un tridngulo o un rectdngulo, por ejemplo; esto puede ser usado para
problematizar la situacién mediante preguntas que lleven al profesora-
do en formacion a generar, partiendo del error, su propia definicién de
poligono. Dependiendo de como sea la participacion del profesorado
en formacion, quien dirige la formacion podria cuestionar, por ejem-
plo: «;Por qué el alumnado considera que las figuras 3 y 12 estan en
diferentes categorias?, ;qué crees que les hace pensar que el circulo es
un poligono?, ;es esta tarea adecuada para el nivel en que se propone?,
;qué preguntas plantearias en la sesion para dirigir al alumnado hacia
el objetivo de la misma?».

En la actividad 2 nos interesa la reflexién sobre el tratamiento del
concepto de poligono como objeto de ensefianza y aprendizaje.

Quien dirige la formacién puede preguntar por las limitaciones o for-
talezas del uso de la pizarra cuando el alumnado resuelve la actividad.
También es importante fomentar la reflexion sobre la gestion que realiza
la maestra durante el desarrollo de la actividad con el alumnado. ;Qué se
entiende por vértice? ;Y por poligono simple? ;De qué forma se incentiva
la argumentacion como habilidad matematica?

Se proporciona al profesorado en formacién la tabla de observacion
(Climent et al., 2013, anexo II) para organizar la informacién de las trans-
cripciones que va a analizar. Con ella puede contestar mas facilmente a
las preguntas de cada actividad.

La tabla del anexo I, que serd usada para que conozca cudles son las
caracteristicas de una definicién matematica, debera mostrarse después
de que el futuro profesorado problematice su propia concepcién de lo
que es una definicion.

Con ambas ideas se puede discutir sobre su imagen del concepto
y la definicién correcta, antes de trabajar con los episodios que se
observaran.
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Recursos fisicos o virtuales

» Hojas de trabajo.
» Anexos Iy Il

Actividades que conforman la tarea

La tarea gira en torno a la definicién de poligono. Se basa en la trans-
cripcion de una clase de quinto de Primaria en la que se esta trabajando
contenido geométrico. La maestra plantea una actividad con la intencién
de que el alumnado recuerde lo que ya conoce sobre los poligonos y es-
tablezca diferentes criterios que permitan su clasificacion.

La transcripcién de la sesién se complementa y enriquece para trans-
formarla en un caso de aprendizaje (con gestion alternativa de la maestra,
otras posibles otras respuestas del alumnado o interacciones distintas
entre la maestra y el alumnado). Se fragmenta en episodios y se acompana
de actividades orientadas al desarrollo de la reflexién del profesorado
en formacién y a la movilizacion del conocimiento especializado sobre
los poligonos.

Esta tarea tiene dos actividades. El profesorado en formacién debe
responder, en un primer momento, de manera individual; a continuacion,
compartira sus respuestas en grupos de cuatro personas antes de la puesta
en comun en la que quien dirige la formacion gestionara el debate. Todas
las respuestas han de estar justificadas, con una argumentacién correcta,
precisa y valida desde una perspectiva didactico-matematica.

Actividad 1. Analizar una distribucion de figuras en
poligonos y no poligonos dada por el alumnado

Descripcion

Se describe una situacion en la que, en un aula de quinto de Educacion Primaria, el
alumnado ha realizado una clasificacion de figuras.

Se pide al profesorado en formacion que analice la distribucién de las figuras
representadas por el alumnado en una pizarra (figura 7.1). Se pregunta entonces por
las propiedades consideradas para establecer estos agrupamientos y por los argu-
mentos esgrimidos por el alumnado para realizar esta distribucion entre poligono
y no poligonos.
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7. Definicion de poligono

Figura 7.1. Formas planas: poligono frente a no poligono.

A continuacion, se pide que el profesorado en formacidn enuncie su propia de-
finicion de poligono.

Objetivos especificos

» Revelar como interpreta el profesorado en formacion el conocimiento sobre po-
ligonos que manifiesta el alumnado a partir de la distribucion de la figura 7.1.

» Evidenciar las ideas previas del profesorado en formacion sobre la definicion de
poligono y propiciar la toma de conciencia sobre su propia imagen del concepto.

» Reflexionar sobre la idoneidad de la definicion dada por el alumnado respecto a
los atributos que esta debe cumplir.

Orientaciones didacticas

Quien dirige la formacion debe ser consciente de que probablemente sea una de las
primeras veces en las que el profesorado en formacion afronta la tarea de definir
en matematicas.

Esta actividad se inicia de manera individual para después comentarse con los
compaferos de su equipo. Posteriormente, quien dirige la formacion promueve un
debate con todo el grupo, atiende posibles dudas y formula preguntas y comentarios
para potenciar la reflexion.
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Plantea preguntas que favorezcan el debate sobre las cuestiones propuestas en la
actividad. Resuelve dudas e institucionaliza el saber incidiendo en las caracteristicas
propias de una definicion matematica.

Actividad 2. Analisis de una clase de quinto de Primaria en
la que se trabaja la definicion de poligono

Descripcion

La actividad comienza con la lectura individual de un episodio de clase (ficha del
alumnado) en el que se describe como se resuelve en el aula de Primaria la actividad
planteada por la maestra. El alumnado sale a la pizarra para dibujar una figura e
identificarla como poligono o como no poligono, y entre todo el alumnado se discute
la posibilidad de incluirla en un grupo u otro (poligonos y no poligonos) atendiendo
a las caracteristicas de cada figura.

De esta manera se pone al profesorado en formacion ante una situacion real
de aula con el objetivo de que asuma el papel de docente, analice las respuestas
del alumnado y valore la gestion que la maestra hace de la situacion. Para ello se
le facilita un documento de recogida de informacion (Anexo Il) que permita centrar
la atencion en determinados aspectos de la realidad descrita, relacionados con el
conocimiento especializado del profesorado de matematicas.

Partiendo de la transcripcion de la actividad 2, el profesorado en formacion debe
responder a las siguientes preguntas:

2.1. De acuerdo con la definicién que han establecido en el grupo, /la distribucion
de la figura 7.1 es correcta? jEsta definicion coincide con la vuestra?

2.2. A partir del anexo | (véanse las hojas de trabajo correspondientes a esta acti-
vidad, donde se presentan los atributos que debe cumplir una definicion mate-
matica seguin Escudero et al., 2014), analizad si la definicion a la que ha llegado
el alumnado cumple dichos atributos.

2.3. Indicad los conceptos, procesos y procedimientos implicados en la resolucion de
la actividad. ;Qué argumentos utiliza el alumnado para incluir o no una figura
como poligono? jExiste una definicion unica de poligono?

2.4. ;Qué se espera que aprenda el alumnado de Primaria con esta actividad? ;Qué
interés tiene frente a haberle proporcionado una definicion a priori?

2.5. 4Qué papel desempefan los ejemplos, los no ejemplos y los contraejemplos en
la construccion de una definicion matematica (resolucion de la tarea)?

2.6. ¢Qué dificultades del alumnado identificais en sus respuestas a la situacion
planteada? ;Cual puede ser el origen de dichas dificultades?
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2.7. A partir de las respuestas del alumnado, /podriais determinar el nivel de razo-
namiento geométrico de cada alumno? Seleccionad una intervencion que os
parezca especialmente significativa en este sentido.

2.8. En relacion con la gestion que realiza la maestra en la actividad, qué desta-
carfais de su actuacion?

Objetivos especificos

» Afrontar la construccion de la definicién de un concepto matematico conocido,
considerando las caracteristicas de una definicion matematica.

» Analizar los argumentos dados por el alumnado para justificar la inclusion de
una figura en el grupo de poligonos o de no poligonos.

» Reflexionar sobre las dificultades en la comprension del concepto de poligono
que podrian estar asociadas a la imagen que el alumnado tiene de este.

» Estudiar la gestion de la clase que realiza la maestra.

» Determinar el nivel de razonamiento geométrico de cada alumno atendiendo a
sus intervenciones.

Orientaciones didacticas

Quien dirige la formacion debe fomentar la reflexion sobre la relacion que existe
entre la imagen de un concepto y su definicion. Asimismo, es importante profundizar
en el papel de los ejemplos, contraejemplos y no ejemplos, y en cémo su uso habitual
puede limitar el aprendizaje.

Al'igual que la actividad 1, esta se inicia de manera individual para después co-
mentarse con los comparieros de equipo. Posteriormente, quien dirige la formacion
promueve un debate con todo el grupo de profesorado en formacion, atiende posibles
dudas y formula preguntas y comentarios para potenciar la reflexion.

Plantea preguntas que favorezcan el debate sobre las cuestiones propuestas en la
actividad. Resuelve dudas e institucionaliza el saber incidiendo en las caracteristicas
propias de una definicion matematica.
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7. Definicion de poligono

MTSK Trabajado en la tarea

Tabla 7.1. Conocimiento matematico asociado a la tarea «Definicion de poligonon.

- Categorias asociadas al . _ Actividades
Subdominios . Indicadores de conocimiento D
subdominio 1 2
Caracteristicas criticas que determinan que X
5] Definiciones, propiedades  una figura sea un poligono.
= y sus fundamentos
> Definicion de poligono. X X
i KoT
< y . .
= ) Representacion del concepto de poligono uti- X X
=) Registros de represen- |i;anqo diferentes registros, como el verbal
i tacion y el grafico.
=
= La practica de definir Caracteristicas de una definicién matematica. X
S KpMm
) Saber seleccionar ejemplos, contraejemplos X

La practica de demostrar y no ejemplos de un concepto matematico.

Tabla 7.2. Conocimiento didactico del contenido asociado a la tarea «Definicion
de poligonon.

Actividades

Categorias asociadas . ..
9 Indicadores de conocimiento

Subdominios al subdominio ﬁ

Formas de interaccion  Formas naturales del alumnado de representar y X X

del alumnado con el definir el poligono.
contenido matematico

Estrategias de definicion utilizadas por el alumnado. X
Q KFLM Teoria de Van Hiele sobre procesos de razonamien- X
= Teorias sobre apren-  to geométrico.
= dizaje L .
S Imagen mental y definicion conceptual de poligono. X
—
= Fortalezas y debili- Obstaculos, dificultades o errores asociados a la X
2 dades definicion de poligono.
=
2 ) ) Influencia del dibujo de figuras planas en papel X
g Recursos didacticos o en pizarra (que destaca el contorno frente a la
g superficie) en la generacion de la definicion.
g Efecto limitante del abuso de ejemplos con deter- X X
g minados valores de propiedades irrelevantes en la
§ KmT Estrategias, técnicas, construccion del concepto.

tareas y ejemplos Ejemplos distractores para la construccion de la X X

definicion de poligono.

Criterios para decidir cuando conviene utilizar una X
definicion en el aula y cuando conviene construirla.
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Hojas de trabajo

Definicion de poligono

ACTIVIDAD 1. Analizar una distribucion de figuras en poligonos
y no poligonos dada por el alumnado

En una clase de quinto de Educacion Primaria en la que se trabaja contenido geomé-
trico, la maestra plantea una actividad con la intencién de hacer que el alumnado
recuerde lo que ya conoce sobre los poligonos y establezca diferentes criterios que
permitan su clasificacion.

En la primera parte de la actividad, cada alumno, de manera individual, dibujara en
su cuaderno al menos una forma que represente un poligono y otra que no lo sea, y
reflexionara sobre las caracteristicas que deben tener las figuras propuestas en cada
caso. El fin ultimo de la tarea es enunciar una definicion de poligono entre toda la clase.

A continuacién, el alumnado podra representar una de sus figuras en la pizarra,
que se habra dividido previamente en dos zonas: una para poligonos y otra para
no poligonos. A medida que cada alumno dibuja una figura en una de las zonas, se
debate en gran grupo para determinar si todo el alumnado esta de acuerdo con la
seleccion planteada. Si no hay acuerdo, se entablara un dialogo para argumentar la
inclusion o exclusion de la figura en el grupo correspondiente.

Figura 7.1. Formas planas: poligono frente a no poligono.
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Las figuras representadas en la pizarra al finalizar la actividad se muestran en

la figura 7.1:

1.1. Analizad la distribucién de las figuras representadas en la pizarra por parte del
alumnado (figura 7.1). ;Qué propiedades han considerado para establecer estos
agrupamientos? /Qué argumentos creéis que habra esgrimido el alumnado para
realizar esta distribucion entre poligonos y no poligonos?

1.2. Enunciad una definicion de poligono.

ACTIVIDAD 2. Analisis de una clase de quinto de Primaria en la que
se trabaja la definicion de poligono

Después de unos minutos, en los que el alumnado ha dibujado en sus cuadernos un
ejemplo de poligono y otro de no poligono, la maestra pide que, de manera ordenada
y de uno en uno, vayan saliendo para dibujar en la pizarra una de las figuras repre-
sentadas en su cuaderno, indicando en qué grupo la incluyen. El resto de la clase
debe analizar la figura y sefialar si esta de acuerdo con la asignacion propuesta. Si
existieran discrepancias, tendran que argumentar su disconformidad para convencer
al resto de companeros.

M:2 A ver, vamos a representar en la pizarra algunas de las figuras que habéis
dibujado en vuestro cuaderno. Para ello iréis saliendo de manera ordenada, de
uno en uno, y podréis colocar una figura en uno de los dos grupos: poligono o no
poligono. En cada caso, el resto de la clase debe valorar si esta de acuerdo o no
con el grupo en el que se haya dibujado la figura. /Quién quiere ser el primero?
(Parte del alumnado levanta la mano. La maestra le pide a uno de ellos que salga a la
pizarra. Este dibuja la figura 1 en la zona de poligonos).

M: ;Considerais que la figura que hay en la pizarra esta colocada en su grupo
correspondiente (poligono o no poligono)?

As: jSil (Contestan a coro).

M: ¢Por qué considerais que es un poligono?

A,: Porque es un triangulo, y los triangulos son poligonos. Lo vimos el curso
pasado.

M: ;Qué caracteristicas tiene la figura para ser un poligono?

A,: Tiene lados y vértices.

(A continuacion, otra alumna representa la figura 2. El resto de la clase estd de acuerdo
y alega las mismas razones que en el caso anterior. La maestra les pide que sean mds
arriesqados y dibujen figuras menos familiares).

M: El siguiente debe dibujar una figura que considere que no es un poligono.
(Una alumna dibuja la figura 13. Uno de sus comparieros considera que no estd en
el grupo adecuado).

2. Se identificamos con M las intervenciones de la maestra; con As, las del alumnado en
grupo. Las intervenciones individuales se identifican como A, A,, etc., donde cada subindice
corresponde a una alumna o un alumno diferente.
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A,: Pero esa figura también es un poligono porque tiene lados y vértices como
las de antes.

A,: No, no lo es, porque tiene un hueco.

M: ;Qué quieres decir con que tiene un hueco?

A2: Que no se unen los lados.

M: /Quieres decir que no esta cerrada? Entonces no es un poligono porque,
aunque tiene lados y vértices, no esta cerrada.

(El siguiente alumnado representa las figuras 6 y 7 en el grupo de poligonos y la 14
en la de no poligonos. Todos los alumnos estdn de acuerdo y utilizan argumentos
andlogos a los anteriores. La siguiente figura dibujada es la 17).

M: ¢Tu por qué crees que no es un poligono?

A,: Porque tiene picos para dentro.

M: /Quieres decir que los angulos que se forman no estan todos hacia fuera?
¢Un poligono no puede tener angulos hacia dentro? A ver, jquién esta de acuerdo
con J. (A4)?

A.: Nosotras creemos que si lo es, porque esta cerrado y tiene lados y vértices.

M: Entonces habra que pasar la figura 11 al grupo de los poligonos. ¢Todos estais
de acuerdo?

As: jSil (Responden a coro).

(A continuacion la figura 5, de caracteristicas parecidas a la anterior. Toda la clase
estd de acuerdo en considerarla poligono. Después, un alumno dibuja la figura 4).

M: ;Estais de acuerdo en que el circulo es un poligono?

A,: Yo no, sefio, porgue no tiene vértices.

M: Eso es: el contorno es una linea curva y no tiene vértices. ¢Todos de acuerdo?
(El alumnado asiente).

A4: Pues yo pensaba que si era un poligono, porque siempre lo he visto con el
cuadrado, con el triangulo, con el rectangulo...

M: Es una figura geométrica, pero no cumple las propiedades que se necesitan
para ser poligono.

(La siguiente figura que se representa es la 15. El alumno la coloca en el grupo de los
no poligonos).

M: ;Por qué crees que esta figura no es un poligono?

A,: Porque es una letra.

A,: Pero como figura tiene lados y vértices y es cerrada.

M: Claro, aunque tenga forma de letra, vista como figura s como la anterior.
Es un poligono, ¢verdad?

As: jSi! (Responden a coro).

A,: Sefio, entonces ¢las letras son poligonos?

M: Depende de la letra. Pon otro ejemplo.

(El alumno sale y dibuja la figura 10, con forma de P).

M: ;Qué pensais? La figura que ha representado vuestro compariero, ¢es un

poligono?
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A,: Yo creo que si, porque es cerrada y tiene lados y vértices.

A,: Pues yo creo que no, porque tiene una parte curvay los lados de los poligonos
tienen que ser rectos.

Ag: Sefio, jeso es asi? Es que yo habia puesto un rectangulo diferente en los
poligonos, como habias dicho que arriesgaramos.

M: ;A qué te refieres con un rectangulo diferente? Sal y lo dibujas en la pizarra.
(El alumno dibuja la figura 8 en el grupo de los poligonos).

Aq: Esta cerrada, tiene cuatro lados y tiene vértices.

A.: Si, pero le ocurre como a la P: tiene lados curvos.

M: Efectivamente, es como el caso anterior. Es cerrada, tiene vértices y lados,
pero no todos los lados son segmentos. Los lados de los poligonos son rectos.

A,: Pues yo he puesto como poligono un triangulo con los lados curvos, para
que fuera diferente.

M: ¢Asi? (Dibuja la figura 9). En este caso ocurre como en los anteriores:
no es poligono por no tener los lados rectos. /Alguna otra figura que querais
compartir?

(Una alumna levanta la mano, sale a la pizarra y dibuja la figura 3 en el grupo de
los poligonos. En ese momento, otro compariero dice que tiene una figura parecida
(la 12) y que €l la ha colocado en el grupo de los no poligonos).

M: Estas dos figuras son muy parecidas. ;Qué os hace pensar que es un poligono
o que no lo es?

A= Yo creo que si lo es porque cumple las condiciones que hemos dicho antes.
Es cerrado, tiene lados rectos y tiene vértices.

A,;: Pero tiene un vértice del que salen cuatro lados, y en los vértices de los
poligonos solo pueden salir dos, ¢no, sefio?

M: Asi es. Vamos a considerar los poligonos simples, en los que de cada vérti-
ce solo pueden salir dos lados. Por tanto, ;como podemos definir el concepto de
poligono?

Ag: Pues una figura plana cerrada, con lados que son rectos y vértices de los
que salen dos lados.

Preguntas

A partir de la transcripcion de la actividad 2, responded a las siguientes preguntas:

2.1. De acuerdo con la definicion que han establecido en la clase, ¢la distribucion de
la figura 7.1 es correcta? jEsta definicion coincide con la vuestra?

2.2. A partir del anexo |, analizad si la definicion a la que ha llegado el alumnado
cumple los atributos de una definicion matematica.

2.3. Indicad los conceptos, procesos y procedimientos implicados en la resolucion de
la actividad. ;Qué argumentos utiliza el alumnado para incluir o no una figura
como poligono? ¢Existe una definicion unica de poligono?

2.4. ;Qué se espera que aprenda el alumnado de Primaria con esta actividad? ;Qué
interés tiene frente a haberle proporcionado una definicion a priori?
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2.5. ;Qué papel desempefan los ejemplos, los no ejemplos y los contraejemplos en
la construccion de una definicion matematica (resolucion de la tarea)?

2.6. 4/Qué dificultades del alumnado identificais en las respuestas a la situacion
planteada? ;Cual puede ser el origen de dichas dificultades?

2.7. A partir de las respuestas del alumnado, /podriais determinar el nivel de razo-
namiento geométrico de cada alumno? Seleccionad una intervencion que os
parezca especialmente significativa en este sentido.

2.8. En relacion con la gestion que realiza la maestra en la actividad, ;qué desta-
carfais de su actuacion?
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7. Definicion de poligono

ANEXO I. Atributos de una definicion

Atributos que debe cumplir una definicion matematica

Jerarquia (precision)  Los términos usados deben ser basicos o estar definidos previamente.

En la definicién de un concepto no se puede hacer uso del propio concepto. Asi-
No circularidad mismo, si para definir un concepto se recurre a otro, la definicion del segundo no
puede basarse en la del primero.

Minimalidad No redundante: ninguna caracteristica puede deducirse del resto.

No ambigiiedad Deber quedar claro qué objetos pertenecen a una clase.

No contradictoria  Las caracteristicas deben ser consistentes: no puede estar presente unay su opuesta.

Invariante Debe mantenerse bajo el cambio de representacion.

Equivalencia Se pueden enunciar distintas definiciones de un mismo concepto.

Fuente: Escudero et al. (2017).

ANEXO Il. Tabla de observacion

Lo que observo Lo que interpreto
Aspectos que observar (Breve descripcion de lo (¢Por qué considero esto
que parece evidenciarse) importante?)

1. Estrategias de pensamiento, dificul-
tades e ideas intuitivas del alumnado.
Cdomo piensa los alumnos acerca del conte-
nidoy cémo lo comprenden. Cudles son sus
razonamientos. Qué ideas parecen mayori-
tarias, y cuales, intuitivas. Qué dificultades
identificas en alumnos concretos y en el
grupo en general, y qué origen les atribu-
yes. Qué aspectos del contenido parecen
mas faciles de comprender, y cuales, mas
problematicos.

2. Contenidos trabajados y énfasis.

Qué contenidos concretos se trabajan en
la sesion. Cudles echas en falta. En cuales
se pone el énfasis y cuales se trabajan de
modo secundario.

3. Tipo de actividades.

Qué actividades se proponen y de qué tipo
son (ejercicios, problemas o actividades de
exploracion; de lapiz y papel o manipula-
tivas).
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Aspectos que observar

Lo que observo
(Breve descripcion de lo
que parece evidenciarse)

Lo que interpreto
(¢Por qué considero esto
importante?)

4. Recursos: potencialidad, limitaciones
y uso.

Qué recursos se emplean para la ense-
fianza del contenido. Cémo se usan. Qué
ventajas parecen tener y qué limitaciones
encuentras.

5. Ejemplos empleados. Representaciones
del contenido y su problematica.

Qué ejemplosy situaciones se emplean para
ilustrar, dar sentido o aclarar el contenido.
Qué representaciones se usan (pictoricas,
simbdlicas, lenguaje matematico, etc.).
/ldentificas elementos problematicos?

6. Conocimiento del docente sobre el
contenido.

Qué elementos de la actividad matematica
identificas en la sesion (argumentar, defi-
nir, demostrar, comprobar, conjeturar) tanto
en el trabajo de la maestra como en el del
alumnado. (Te parecen correctos matema-
ticamente?

Qué relaciones se hacen explicitas entre
el contenido abordado y otros contenidos.
¢ldentificas conexiones que no se abordan?
¢Hay situaciones en la sesion que permiti-
rian abordarlas?

7. Conocimiento del docente sobre la
ensefianza-aprendizaje del contenido.

Qué procedimientos concretos para la en-
sefianza del contenido emplea la maestra.

8. Adecuacion al curriculo.

Qué sugerencias curriculares sobre el trata-
miento del contenido se tienen en conside-
racion y cuales no. Qué nivel de desarrollo
conceptual y procedimental esperarias en
el alumnado de este curso en relacién con
el contenido que se ha de tratar.

Fuente: Climent et al. (2013).
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Formacion inicial
Nivel al que se dirige la tarea: Grado de Maestro en Educacion Primaria
Duracion aproximada de la aplicacion: 4 horas

Fundamentacion

En la construccion de un concepto matematico intervienen esencialmente
dos practicas matematicas: definir y clasificar, que pueden considerarse
complementarias (Munoz-Catalan et al., 2013), dado que la definicién de
un concepto requiere el uso de criterios para clasificar casos como ejem-
plos o no ejemplos del concepto (Haj-Yahya et al., 2023). En este sentido,
Shir y Zaslavsky (2001) sefialan que la construcciéon de una definiciéon
pasa por clasificar ejemplos y no ejemplos.

El debate clasico ha enfrentado dos posturas: proporcionar la defini-
cién para aplicarla o construirla con el alumnado. Freudenthal (1973)
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apostaba por que el alumnado construyera en la escuela una definicion,
en lugar de proporcionarsela directamente. Posteriormente, muchos otros
autores han defendido la potencialidad de «definir» como practica ma-
tematica escolar, tan importante como resolver problemas o demostrar
(De Villiers, 1998). Recibir una definicion dada no implica, en general,
comprender el concepto: solo proporciona una primera aproximacion a
su imagen. Asi, esa imagen del concepto suele ser inconsistente con su
definicion, y resulta mas determinante para la comprension que su propia
definicion (Hershkowitz, 1989). Estos resultados constituyen el funda-
mento de la tarea y la base del conocimiento de la ensefianza (KMT) que
esta persigue, en relacién con la categoria «estrategias, técnicas, tareas y
ejemplos» del modelo MTSK.

Esta tarea permite desarrollar de forma interrelacionada el conocimien-
to matemadtico para la ensefianza y el conocimiento diddctico del contenido.
De un lado, la tarea ofrece al profesorado en formacion la posibilidad de
reflexionar en profundidad sobre los elementos matematicos que con-
forman la definicion de poligono, y lo ayuda a construir conocimiento
sobre la practica matematica de definir. Resulta ttil desde la perspecti-
va del desempaquetado del concepto, ya que permite su comprensioén
a partir de los conceptos de linea poligonal cerrada, vértice, angulo,
superficie cerrada e interior continuo. Asimismo, sirve de herramienta
para reflexionar sobre la imagen y la definiciéon conceptual tanto del
profesorado en formacién como de su futuro alumnado. De otro lado, el
uso de vinetas y las situaciones presentadas permiten que el profesorado
en formacién contextualice su andlisis en el aula de Primaria y tenga en
consideracion el andlisis de ejemplos y las dificultades del alumnado
en esa etapa.

La imagen del concepto incluye todos los ejemplos, atributos y pro-
cesos que cada estudiante asocia al concepto; mientras que la definicion
recoge los atributos necesarios y suficientes para construir el concepto.
Esta construccion es de caracter personal; por tanto, la imagen y la de-
finicién de un concepto varian de una persona a otra (Haj-Yahya et al.,
2023). El profesorado en formacion ha de conocer el papel de la imagen
y la definicion de un concepto en el aprendizaje de este, lo que forma
parte del conocimiento sobre teorias de aprendizaje (KFLM). Es comin
que el alumnado considere los ejemplos prototipicos como los mas repre-
sentativos, de modo que estos se convierten en la imagen de referencia
frente a otros ejemplos (Hershkowitz, 1989). Ambos aspectos, el efecto
de los ejemplos prototipicos y la inconsistencia entre definicién e ima-
gen del concepto, estan descritos en la literatura, tanto en relacién con
el alumnado no universitario como con el profesorado en ejercicio y el
profesorado en formacion (Hilf, 2021).
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Objetivos generales
Se busca que el profesorado en formacion:

1. Identifique los elementos matematicos que componen la definicion
de poligono.

2. Contribuya al aprendizaje de la practica matematica de definir.

3. Sepa analizar una definicién de poligono en términos de lenguaje,
suficiencia y redundancia.

4. Comprenda el papel de los contraejemplos como herramienta de va-
lidacién en el aula de Primaria.

5. Relacione ejemplos criticos y no ejemplos de poligono con posibles
dificultades del alumnado de Primaria.

6. Reflexione sobre las potencialidades y limitaciones de los conjuntos
de ejemplos para la ensefianza.

7. Profundice en la comprension de la imagen mental de poligono del
alumnado de Educacién Primaria.

Conocimientos, habilidades o competencias
previas necesarias

Para abordar la actividad, el profesorado en formacion debe tener cono-
cimientos sobre:

» Conceptos bdsicos de geometria plana: dngulo, paralelismo, perpen-
dicularidad, simetria, diagonales, etc.

» Disponer de una primera definicién de poligono.

» Saber diferenciar entre figuras planas (rectangulo, tridangulo y sus ti-
pos) y conocer las caracteristicas de algunos poligonos (concavidad,
numero de lados, etc.).

Orientaciones generales para quien dirige
la formacion

Como tarea previa a la primera sesion, se pide al profesorado en forma-
cion responder de manera individual (preferiblemente en un archivo
Word) a unas preguntas con el objetivo de identificar su conocimiento
previo sobre el concepto de poligono (véase el anexo I). Sus respuestas
deben basarse en los recuerdos que conservan del periodo de Educacién
Primaria, sin consultar otras fuentes.
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La tarea completa se ha disenado con tres actividades: una primera
para justificar la necesidad de la tarea y presentar al profesorado en for-
macion una situacién de aula (actividad 1), una actividad de desarrollo
que incluye un analisis de vinetas (actividad 2) y una actividad de cierre
con una puesta en comun (actividad 3), institucionalizacién de los apren-
dizajes y lecturas recomendadas. Por ello, las orientaciones se establecen
para cada una de las actividades.

Recursos fisicos o virtuales

» Hojas de trabajo.
» Lecturas: Barrantes y Zapata (2008); Figueiredo y Contreras (2015);
Vinner (1991).

Actividad 1. Eleccion de imagenes para construir
el concepto de poligono

Descripcion

Quien dirige la formacién comenzara la actividad pidiendo al profesorado en forma-
cion que complete individualmente el anexo | como evaluacion inicial.

Posteriormente, presenta la tarea y ayuda al profesorado en formacion a reflexio-
nar sobre su propia imagen del concepto de poligono con consignas como la que
se encuentra en la hoja de trabajo: «Dibuja cuatro poligonos diferentes y, a partir de
ellos, ofrece una definicion de poligonon.

La experiencia indica que es esperable que el profesorado en formacion dibuje
poligonos prototipicos con escasa variabilidad en el nimero de lados, posiciones
estandarizadas, ausencia de la dimension convexidad/concavidad o predominio de
poligono requlares. Cada uno de estos aspectos puede discutirse a priori o integrar
la reflexion sobre los mismos en el analisis de las vifietas.

Las definiciones de poligono pueden evaluarse en funcion de los elementos
matematicos que se contemplan o de la ambigiiedad en el uso del vocabulario.
Una dinamica de puesta a prueba de las definiciones ayuda a examinar su
correccion: quien dirige la formacion busca imagenes que cumplan la defini-
cion propuesta por el profesorado en formacion, pero que no sean imagenes
de poligonos. También pueden presentarse las ideas de imagen del concepto
y definicion del concepto, asi como su papel en el aprendizaje matematico
(Vinner, 1991).
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Puede finalizarse la actividad 1 con preguntas como: «¢Qué creéis que aporta
cada una de esas imagenes a la definicion de poligono? ;Cambiaria vuestra seleccion
si quisierais hacer una secuencia de ensefianza de la definicion?».

La siguiente parte de la tarea se centra en explicitar la imagen conceptual y
construir la definicion de poligono en el contexto escolar.

Desde la perspectiva matematica, se pretende que el profesorado en forma-
cion adquiera competencias en la elaboracion de clasificaciones distintas de las que
habitualmente aparecen en los libros de texto, con criterios propios que permitan
profundizar en las caracteristicas de los poligonos.

Desde la perspectiva didactica, se pretende que el profesorado en formacion
adquiera competencias que le permitan crear propuestas didacticas inductivas para
la construccion de conceptos, como puede ser, en este caso, el concepto de poligono.

Objetivos especificos

» La construccion de un primer espacio de ejemplos del concepto de poligono. Se
trata de un espacio de ejemplos de caracter personal que se espera que evolu-
cione a lo largo de la tarea y que se evaluara en la actividad final.

Orientaciones didacticas

De manera general, se propone trabajar toda la tarea en pequenos equipos para
realizar una primera aproximacion a las actividades y después realizar discusiones
en plenaria, de modo que las puestas en comun permitan consensuar cada actividad.

Actividad 2. Analisis de vifietas que reproducen
una situacion de aula

Descripcion

La consigna de la actividad es observar diferentes vifietas sobre la construccion
de la definicion de poligono en el aula de Enrique, tutor de quinto de Educacion
Primaria. Se solicita observar las vifietas y analizar los ejemplos que aparecen y las
intervenciones del alumnado para responder a algunas preguntas.

En la actividad 2.1 se pide al profesorado en formacion que analice la primera
vifieta, que puede observarse en la figura 8.1.

Quien dirige la formacidn plantea algunas preguntas al profesorado en formacién
sobre esta vifieta. Con la pregunta 2.1.1 («/Qué os parece el caracter abierto de la
actividad?») se aborda la construccion inductiva de clasificaciones. Con la 2.1.2 («;La
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instruccion del maestro de la vifieta es clara?y) se busca que el profesorado en forma-
cion analice detalladamente el enunciado de la actividad. Y la pregunta 2.1.3 («,Qué
elementos de diferenciacion entre las figuras esperais que encuentre el alumnado de
Educacion Primaria?») conduce a distintos criterios de clasificacion.

Figura 8.1. Vifeta 1.

Figura 8.2. Vifieta 2.
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En la actividad 2.2 se solicita al profesorado en formacion que analice la segunda
vifieta, que puede observarse en la figura 8.2.

A partir de esta vifieta se propone reflexionar sobre cuestiones como la 2.2.1:
«/Qué tienen en comun y en qué se diferencian las figuras?, ;qué puede resultarle
mas relevante al alumnado de Primaria?”, con la que se busca que el profesorado en
formacion ofrezca distintas razones por las que una figura puede estar en un grupo
o en otro. Con la pregunta 2.2.2 («¢Qué repercusion tiene la aparicion del triangulo
como segunda figura para la construccion de la definicion de poligono?) se pretende
que se generen alternativas a la propuesta. Por tltimo, con la prequnta 2.2.3 («;Cual
seria vuestra actuacion como docentes en cada caso?») se busca observar la reaccion
del profesorado en formacion ante situaciones de contingencia.

En la actividad 2.3 se solicita al profesorado en formacion que analice la tercera
vifieta, que puede observarse en la figura 8.3.

Figura 8.3. Vifieta 3.

En esta vifieta parece haberse detectado el caracter rectilineo/curvilineo al dis-
tinguir el rectangulo y el triangulo del circulo. Para reflexionar con el profesorado
en formacion sobre el sector circular se proponen las siguientes preguntas: 2.3.1
(«Si la definicion de poligono que se esta construyendo contempla que los lados
son rectilineos, scudl es el papel de todos/al menos un lado recto en la definicion de
poligono?, screéis que es necesario hacerlo explicito para una mejor comprension?y),
con la que se discute sobre la ambigliedad en la construccion de definiciones. Con la
pregunta 2.3.2 («Si se han identificado los conceptos de vértices y angulos, scuantos
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vértices y angulos tiene el sector circular?») se ponen a prueba las definiciones de
vértice y angulo del profesorado en formacion.

En la actividad 2.4 se solicita al profesorado en formacién que analice la cuarta
vifieta, que puede observarse en la figura 8.4.

Figura 8.4. Vifieta 4.

Figura 8.5. Vifieta 5.

158



8. Reconstruccion de la definicion de poligono para su ensefianza

En las preguntas 2.4.1, 2.4.2 y 2.4.3 se busca que el profesorado en formacion
reflexione sobre aspectos como lados curvos y rectos, concavidad y convexidad,
reqularidad e irreqularidad de las figuras, posicionalidad y escasa variacion de lados,
asi como sobre las particularidades del contexto de Educacion Primaria.

En la actividad 2.5 se solicita al profesorado en formacién analizar la quinta
vifieta, que puede observarse en la figura 8.5.

Con esta vifieta se pretende analizar la definicion que se presenta. Quien dirige la
formacion puede utilizar las preguntas 2.5.1 y 2.5.2 para reflexionar sobre la definicién
de superficie cerrada y sobre algunas cuestiones didacticas relacionadas con |a tarea.

En la actividad 2.6 se solicita al profesorado en formacion que analice la sexta
vifieta, que puede observarse en la figura 8.6.

Figura 8.6. Vifieta 6.

Con esta vifieta se propone una reflexién sobre el uso de no ejemplos para de-
limitar definiciones a través de las preguntas 2.6.1, 2.6.2 y 2.6.3.

Orientaciones didacticas

La sesion sera de caracter grupal. Una posibilidad es crear grupos pequefios (3-5
miembros) para promover la reflexion.

Se guiara al profesorado en formacion mediante las preguntas propuestas en el
guion con el objetivo de fomentar la reflexion para alcanzar los objetivos propuestos
en la tarea.
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Actividad 3. Cierre y reflexion final

Descripcion

En esta seccion se pretende que el profesorado en formacion reflexione sobre
como ha cambiado su modo de entender la definicion de poligono. Para ello se le pide
que complete de nuevo la actividad del anexo |, que sirvio como evaluacion inicial.
Ademas, conviene invitarlo a reflexionar con amplitud y profundidad sobre el uso de
materiales didacticos en el aula, sus alcances y limitaciones. También puede compa-
rarse el espacio de ejemplos que el profesorado en formacion creé al principio con el
espacio de ejemplos de la tarea, con el objetivo de que identifique su propia evolucion.

Como sintesis de todo lo abordado, conviene ayudar al profesorado en formacion
a que haga explicitos los conocimientos discutidos durante la sesion. Se recomienda
proponerle la lectura critica de Mufnoz-Catalan et al. (2013). Una buena forma de
evaluar el alcance de la actividad seria solicitarle el disefio de actividades destinadas
a la construccion de otras definiciones geométricas (paralelogramo, poliedro, prisma,
etc.), lo que permitira analizar el papel de los ejemplos en la ensefianza en Primaria y
el nivel de justificacion de las propuestas. Los disefios del profesorado en formacion
pueden presentarse en sesiones posteriores.
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MTSK trabajado en la tarea

Tabla 8.1. Conocimiento matematico asociado a la tarea «Reconstruccion de la
definicion de poligono para su ensefianzan.

Actividades
Categorias asociadas
Subdominios 9 . Indicadores de conocimiento 1 2
al subdominio

11 2.1 2.2 23 2425 26
S Elementos matematicos que X X X
= Definiciones, propie-  componen la definicion de po-
E KoT dades y sus funda- ligono (linea poligonal, vértice,
= mentos angulo, superficie cerrada, inte-
= rior continuo).
=
E L ‘ctica de defini Caracteristicas de una definicion X
s a practica de definir matematica.
= KPM
= La practica de demos-  Validacion en el aula de Prima- X
© trar

ria. Contraejemplos.
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8. Reconstruccion de la definicion de poligono para su ensefianza

Tabla 8.2. Conocimiento didactico del contenido asociado a la tarea «Recons-
truccion de la definicion de poligono para su ensefianzan.

Actividades
L. Categorias asociadas . _
Subdominios .. Indicadores de conocimiento 1 2
al subdominio
1.1 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6

Teorias sobre apren-  Imagen mental y definicién con- X

dizaje ceptual de poligono.
KFLM Dificultades en la definicion de X

Fortalezas y debili-
dades

anguloy de lado. Dificultades en
todo/alguno en el caso de los la-
dos rectos.

KMT

CONOCIMIENTO DIDACTICO DEL CONTENIDO

Teorias sobre ense-
fianza

Ventajas y limitaciones del uso
de definiciones inductivas en
Educacion Primaria.

Recursos didacticos
(fisicos o digitales)

Uso de geotiras en la construc-
cion de la definicion de poligono.

Estrategias, técnicas,
tareas y ejemplos

Tareas para la ensefianza del
concepto de poligono.

Ventajas y limitaciones de un
conjunto de ejemplos para la
ensefianza.

KMLS

Nivel de desarrollo
conceptual o proce-
dimental esperado

Limitacion de los conceptos
abordados y de las imagenes
presentadas para la compren-
sion del alumnado de quinto de
Primaria.

X X X X X X X

Creencias
Sobre |a ense-
fianza y apren-

dizaje de las
matematicas

Sobre las matema-
ticas

La matematica como construc-
cion humana y como via de
comunicacion frente a la ma-
tematica como conocimiento
preexistente.

La matematica esco-
lar como proceso de
construccién de co-
nocimiento.
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Tareas para la formacién del profesorado para ensefiar matematicas

Hojas de trabajo
Reconstruccion de la definicion de poligono
para su ensenanza

Después de completar individualmente la evaluacion del anexo |, dibuja cuatro poli-
gonos diferentes y, a partir de ellos, ofrece una definicién de poligono.

En esta actividad se trabaja en equipos de 5 a 7 miembros.

Escribe los nombres de los integrantes de tu equipo:

Recuerda que un representante del grupo debe recoger (preferentemente en un
archivo de Word) las aportaciones en respuesta a cada una de las preguntas que se
plantean. Observa las siguientes vifietas sobre la construccién de la definicion de
poligono en el aula de Enrique, tutor de quinto de Educacion Primaria. Presta atencion
a los ejemplos y a las intervenciones del alumnado para responder a las preguntas
que se formulan a continuacion.

Actividad 2.1
Vifieta 1. Se observa la presentacion de la actividad.
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8. Reconstruccion de la definicion de poligono para su ensefianza

2.1.1 4Qué os parece el caracter abierto de la actividad?

2.1.2 ¢La instruccion del maestro es clara?

2.1.3 (Qué elementos de diferenciacion entre las figuras esperais que encuentren
los alumnos de Educacion Primaria?

Vifeta 2. Inicio de la actividad.

2.2.1 ;Qué tienen en comun y en qué se diferencian las figuras?, ;qué puede resul-
tarle mas relevante al alumnado de Primaria?

2.2.2 Qué repercusion tiene la aparicion del triangulo como segunda figura para
la construccion de la definicion de poligono? (Alternativas a la tarea)

165



Tareas para la formacién del profesorado para ensefiar matematicas

2.2.3 ;Cudl seria vuestra actuacion como docentes en cada caso? (Reaccion ante
situaciones de contingencia)

Vifieta 3. Parece haberse detectado el caracter rectilineo/curvilineo al distinguir el
rectangulo y el triangulo del circulo.

Reflexion sobre el sector circular:

2.3.1 Si la definicién de poligono que se esta construyendo contempla que los
lados son rectilineos, scudl es el papel de todos/al menos un lado recto en la
definicion de poligono?, icreéis que es necesario hacerlo explicito para una
mejor comprension?
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8. Reconstruccion de la definicion de poligono para su ensefianza

2.3.2 Si se han identificado los conceptos de vértices y angulos, scuantos vértices
y angulos tiene el sector circular?

Vifieta 4.

2.4.1 Sin tener en cuenta la definicion de poligono conocida, /qué caracteristicas
permiten identificar el conjunto de ejemplos presentado?

2.4.2 ;Se esta induciendo alguna caracteristica no critica para la definicion?
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Tareas para la formacién del profesorado para ensefiar matematicas

2.4.3 /Qué implicaciones tiene la seleccion de ejemplos de poligonos en el apren-
dizaje del alumnado de Primaria?

Vineta 5. Andlisis de la definicion.

2.5.1 ;Qué elementos matematicos de la definicion de poligono no se han tenido
en cuenta?
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8. Reconstruccion de la definicion de poligono para su ensefianza

2.5.2 iCémo evaluais la definicion en cuanto a la redundancia de propiedades y la
ambigliedad de los elementos incluidos? ;Qué ventajas o limitaciones creéis
que presenta para el aprendizaje del alumnado de Primaria?

Vifieta 6. El uso de no ejemplos para delimitar definiciones.

2.6.1 ¢Creéis que el alumnado de Primaria podria identificar el caracter cerradoy la
bidimensionalidad como caracteristicas del concepto de poligono?

2.6.2 ;Como podria llevarse a cabo la reescritura de la definicion?
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Tareas para la formacién del profesorado para ensefiar matematicas

2.6.3 /Qué ventajas o inconvenientes creéis que puede tener esta actividad frente
a otra en la que primero se explique la definicion y después se presenten los
gjemplos?

En esta seccion debéis explicar cdmo ha cambiado vuestro modo de entender la
definicion de poligono. Describid como concebiais vuestro espacio de ejemplos al
inicio (plasmadlo) y como creéis ahora que debe enriquecerse.
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8. Reconstruccion de la definicion de poligono para su ensefianza

ANEXO I. (Evaluacion inicial)

1. Selecciona las opciones que consideres correctas.

A.
B.
C.

Un poligono es una figura plana con borde.

Un poligono es una linea continua con angulos entre sus partes.

Un poligono es la region plana delimitada por una linea quebrada en la que
se puede distinguir lo que esta dentro de lo que esta fuera.

Un poligono es un conjunto de vértices y lados con area.

Un poligono es la region plana delimitada por una linea poligonal cerrada que
tiene la misma cantidad de vértices, lados y angulos.

Un poligono es una region delimitada por una linea poligonal cerrada, de
manera que, dados dos puntos cualesquiera de dicha region, el segmento
que los une queda siempre dentro de ella.

2. Sefiala de cuantas formas diferentes podrian clasificarse las figuras de la imagen:

A.
B.
C.
D.

No se pueden clasificar.

Solo se pueden clasificar de una forma.

Se pueden clasificar de dos formas.

Se pueden clasificar de mas de dos formas.

3. Imagina que ejerces como docente y te proponen las siguientes figuras:

A) B) 0 D)

Selecciona cuales consideras adecuadas para ensefiar a tu alumnado lo que es
un poligono. Justifica tu eleccion y explica por qué descartas las demas.
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9. Procesos de conjeturacion,
razonamiento y demostracion
usando relaciones angulares:
angulo inscrito en la circunferencia

Matias Arce
https://orcid.org/0000-0002-0770-8322
Universidad de Valladolid (Espafa)

Laura Conejo
https:/[orcid.org/0000-0002-1419-1958
Universidad de Valladolid (Espafia)

Eric Flores-Medrano
https://orcid.org/0000-0002-6134-729X
Universidad Complutense de Madrid (Esparia)

Formacion inicial

Nivel al que se dirige la tarea: Grado de Maestro en Educacion Primaria/Master de
Secundaria (especialidad Matematicas)

Duracion aproximada de la aplicacion: 3,5 horas

Fundamentacion

A partir de publicaciones como Principios y estandares para la educacion
matemdtica del NCTM (2000), cada vez existe una mayor conciencia-
cién sobre la importancia de los procesos clave en matematicas. Esto
tiene su reflejo en los curriculos, siendo un ejemplo el curriculo aso-
ciado ala LOMLOE, con las competencias especificas en matematicas
(Ministerio de Educacion y Formacién Profesional, 2022). El razona-
miento y la prueba son dos de esos procesos clave, cuya importancia
en educacion matemadtica esta ampliamente reconocida. En ellos in-
tervienen numerosas acciones y subprocesos, tanto en la indagacion
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Tareas para la formacién del profesorado para ensefiar matematicas

para formular y establecer conjeturas como en el desarrollo de una
cadena logica de razonamientos que permita validarlas (Arzarello,
2008; Jeannotte y Kieran, 2017). En estos procesos desempefian un
papel relevante los tres tipos de razonamiento matematico: el abduc
tivo, vinculado al proceso de formulacién de posibles hipotesis que
puedan explicar o justificar una conjetura; el inductivo, centrado en
la comprobacién del cumplimiento de una conjetura en uno o varios
casos particulares, y el deductivo, dirigido a la construccién de una
cadena logica de razonamiento que relacione el conocimiento validado
con la conjetura.

Desde el punto de vista del docente, para disenar y gestionar ade-
cuadamente tareas que impliquen procesos de razonamiento y prueba,
es necesario (que no suficiente) que el profesorado en formacion de-
sarrolle un conocimiento sélido sobre estos procesos. Modelos como
el MTSK (Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge, Carrillo-Yaniez
et al., 2018) reconocen explicitamente esta importancia e incluyen,
dentro del conocimiento matemdtico necesario, el subdominio KPM
(Knowledge of Practices in Mathematics), referido a las practicas propias
del quehacer matemadtico que permiten construir conocimiento mate-
madtico. Una de las practicas consideradas es la de razonar y demostrar.
Delgado-Rebolledo et al. (2022) distinguen, dentro de esta practica,
el conocimiento sobre cémo construir y desarrollar demostraciones
(deteccion de regularidades y patrones, construccion de conjeturas,
rol de ejemplos y contraejemplos), el conocimiento de métodos y tipos
de demostracion (y su validez), y el conocimiento de las funciones de la
demostracion.

Otra idea clave relacionada con los procesos de razonamiento y prueba
es la de «esquemas de prueba». El esquema de prueba de una persona es
aquello que la convence y persuade de la validez de un enunciado mate-
matico (Harel y Sowder, 2007). Una de las dificultades mas recurrentes
asociadas a los procesos de razonamiento y prueba es el arraigo de los
esquemas de prueba inductivos (Dreyfus, 2017); es decir, la conviccién de
que el razonamiento inductivo, a través de la comprobacion en ejemplos
particulares, basta para validar un enunciado. Estos esquemas de prue-
ba inductivos estan también presentes en el profesorado en formacion
(Arce y Conejo, 2019; Stylianides y Stylianides, 2009), lo que supone una
limitacién importante para el disefio y la gestion de tareas asociadas a
procesos de razonamiento y prueba.

Se considera necesario que el futuro profesorado de matematicas
posea un esquema de prueba axiomatico; es decir, que entienda la
necesidad de que el convencimiento y la persuasién sobre la validez
de un enunciado procedan de razonamientos de tipo deductivo. Si

174



9. Procesos de conjeturacion, razonamiento y demostracion usando relaciones angulares

se toma como referencia la teoria de los niveles de Van Hiele para el
desarrollo del razonamiento geométrico (Jaime y Gutiérrez, 1990),
el profesorado en formacién ha de situarse al menos en el nivel 3,
de deduccion informal, caracterizado, entre otros aspectos, porque se
avanza en la comprension del rol del razonamiento deductivo en
matematicas (frente al nivel 2, de andlisis, donde el razonamiento es
de tipo experimental e inductivo). En las etapas finales de Educacién
Primaria y en los primeros cursos de Secundaria, el alumnado suele
estar transitando del nivel 2 al nivel 3, lo que exige, para favorecer ese
avance, que el profesorado se sitiie al menos en ese nivel 3 de deduccion
informal.

Esta tarea formativa pretende que el profesorado en formacién desa-
rrolle un proceso completo de conjeturacién, razonamiento y demostra-
cioén asociado al contenido geométrico de las relaciones angulares. La
geometria suele proporcionar buenas oportunidades para trabajar estos
procesos (NCTM, 2000). En este caso se han seleccionado las relaciones
angulares (en concreto, la del dngulo inscrito en la circunferencia), dado
que suelen ser un contenido poco trabajado en las aulas y pueden favore-
cer el desarrollo de procesos de conjeturaciéon genuinos y poco influen-
ciados por posibles conocimientos previos. A través de la tarea formativa
se busca que el profesorado en formacién reflexione sobre estos procesos
de conjeturar, razonar y demostrar, con el fin de favorecer el avance hacia
esquemas de prueba de tipo axiomatico. Ademads, se pretende también
que reflexione sobre la potencialidad de diferentes instrumentos y recur-
sos para llevar a cabo estos procesos, y sobre la relacion entre los posibles
comportamientos del alumnado y los niveles de Van Hiele de desarrollo
del razonamiento geométrico.

En la concepcién de esta tarea formativa se han tenido en cuenta
los principios de Lin et al. (2012) para disefar tareas de conjeturacion y
prueba. Estos autores distinguen tres grandes etapas en estas tareas: el
proceso de conjeturar, el proceso de transicion de conjeturar a probar
y el proceso de probar. Ademas, en diferentes momentos de la tarea se
han introducido preguntas similares a los conceptual awareness pillars de
Stylianides y Stylianides (2009) para que el profesorado en formacién
reflexione sobre lo realizado y pueda obtenerse informacion sobre sus
esquemas de prueba.

En esta tarea formativa, el proceso de conjeturar esta dividido en dos
fases: una con lapiz, papel y ttiles de dibujo, y otra con un applet de
GeoGebra que permite dinamizar la construccion realizada. El objetivo
es generar oportunidades para conjeturar a partir de la construccion y
la observacion, asi como para reflexionar sobre el proceso y la conjetura
resultante. En cuanto a la transicién de conjeturar a probar, se pretende
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que el alumnado perciba la necesidad de dar dicho paso. Para ello, la
tarea incluye una fase en la que se plantean al profesorado en formacion
dos posibles hipétesis sobre por qué puede ser cierta la relaciéon angular.
Estas hipotesis se presentan a modo de razonamientos abductivos, como
posibles razones que podrian explicar y justificar dicha relaciéon. A través
de applets de GeoGebra y preguntas orientadas al andlisis de las hipotesis,
se busca que el profesorado en formacién refute ambas hipétesis como
posibles justificaciones de la relacién angular y reconozca el rol de los
contraejemplos en este proceso.

A continuacion, se formulan preguntas para que el profesorado en
formacién pueda plantear otras posibles hipétesis sobre por qué la con-
jetura es cierta y qué posibles relaciones angulares podrian explicar su
cumplimiento. La tarea continta, ya dentro del proceso de probar, con
preguntas guiadas que favorecen la movilizacién del conocimiento ne-
cesario para construir la demostracion de la relacién angular en los tres
casos existentes. En una sesion posterior, se desarrolla la dltima fase de
la tarea, dedicada a la reflexién conjunta sobre lo trabajado, a su insti-
tucionalizacién y al planteamiento de relaciones con el conocimiento
didactico del contenido.

Objetivos generales
Se pretende que el profesorado en formacion:

1. Sea capaz de detectar relaciones y patrones que permitan la formula-
cién y comprobacion de conjeturas matemadticas.

2. Diferencie entre razonamientos inductivos y deductivos, y com-
prenda su rol en la construccién y validacién del conocimiento
matematico.

3. Formule posibles razonamientos abductivos que puedan explicar y
justificar conjeturas matemadticas, y comprenda el rol de los contrae-
jemplos en la refutacién de hipétesis sobre por qué una conjetura se
cumple.

4. Construya, a partir de preguntas guiadas y cierta asistencia, una de-
mostraciéon de un resultado matematico.

5. Reconozca el potencial de GeoGebra como software de geometria di-
ndmica para formular conjeturas y ponerlas a prueba, frente al uso de
herramientas fisicas de dibujo.

6. Reflexione sobre los procesos de conjeturar y demostrar y sobre la re-
lacién entre posibles comportamientos en estos procesos y los niveles
de Van Hiele.
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9. Procesos de conjeturacion, razonamiento y demostracion usando relaciones angulares

Conocimientos, habilidades o competencias
previas necesarias

Para abordar la tarea, el profesorado en formacién debe tener conoci-
mientos sobre:

» La circunferenciay sus elementos: radio, diametro, arco.

» Tipos de dngulos segtin su posicién en la circunferencia: dngulo ins-
crito y angulo central correspondiente.

» Construccion y medicién de dangulos con ttiles de dibujo y medicién
(regla, compds y transportador de dngulos).

» Angulos adyacentes.

» Propiedades del tridngulo is6sceles y suma de dngulos del triangulo.

» Manejo basico del programa GeoGebra y de sus barras de herramien-
tas (especialmente, construccién de puntos, segmentos y semirrectas;
trazado y medicién de segmentos y angulos; dinamizacion de cons-
trucciones geométricas).

» Niveles de Van Hiele del desarrollo del razonamiento geométrico.

Orientaciones generales para quien dirige la formacion

Esta tarea se situaria dentro de un tema sobre circunferencia y angulos.
Con anterioridad, deben haberse trabajado los tipos de dngulos segin
su posicion en la circunferencia, pero no las relaciones angulares, puesto
que, a lo largo de la tarea, se pretende construir la relacién entre el angulo
inscrito y su dngulo central correspondiente, que constituye la base de las
relaciones de los demds tipos de dngulos (semiinscrito, interior y exterior).

Las actividades 1 a 4 estan concebidas para ser desarrolladas de forma
auténoma por el profesorado en formacién: de manera individual, la ac
tividad 1, y, en parejas, las actividades 2, 3 y 4. Quien dirige la formacién
debe revisar el desarrollo de la actividad en las diferentes agrupaciones:
resolver posibles dudas del profesorado en formacion, evitar avances ex-
cesivamente rapidos y poco reflexivos de los participantes (especialmente
al responder a las preguntas), reforzar la atencién en los momentos clave
de las diferentes actividades, ofrecer orientacioén o pistas ante bloqueos o
avances excesivamente lentos, y atender a los momentos de discusién de
las parejas tanto en la formulacién de la conjetura como en la biasqueda
de posibles razones que la justifiquen, o no, durante la construccién de la
demostracion. Las actividades 2, 3 y 4 se sitian en un entorno de GeoGebra
Classroom a partir de los applets y guiones de tareas disenados para cada
una de ellas, por lo que quien dirige la formacién puede usar el botén
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«Pausar» para centrar la atencién de todo el profesorado en formacion y
ofrecer orientaciones, resolver dudas o proponer reflexiones en gran grupo.

Entre las actividades 1 a 4 y la actividad 5 debe mediar un intervalo
que permita a quien dirige la formacion revisar, leer y analizar las res-
puestas del profesorado en formacién y, a partir de estas, preparar la
sesion de discusion, reflexién e institucionalizacién grupal que propone
la actividad 5.

Las actividades 1 a 4 estan previstas para una sesion de dos horas, de
modo que el profesorado en formacién pase a la siguiente actividad a me-
dida que termine la anterior. La actividad 5 puede tener una duracién va-
riable, en funcién de como se hayan desarrollado las actividades anteriores.

Recursos fisicos o virtuales

Regla.

Compas.

Transportador de dngulos.

Material de escritura y dibujo: boligrafos, lapices y lapices de colores.
Copias impresas de la hoja de trabajo de la actividad 1.

Ordenador o tablet con conexion a internet para trabajar con los applets
de GeoGebra y responder a los guiones de preguntas en el entorno de
GeoGebra Classroom.

v v v v v Vv

Actividad 1. Conjetura de la relacion angular con material
de dibujo y medicion

Descripcion

Antes de iniciar esta actividad, el profesorado en formacién debe estar organizado
en parejas (para las actividades 2 a 4), aunque la actividad 1 esta disefiada para ser
desarrollada individualmente. Los integrantes de cada pareja pueden contrastar o
discutir sus avances y respuestas.

Quien dirige la formacion entrega al profesorado en formacién una hoja con el
guion de preguntas correspondiente a la actividad 1. El objetivo es que el profeso-
rado en formacion pueda conjeturar la relacion angular del angulo inscrito a partir
de la construccion de ejemplos mediante el uso de utiles y herramientas de dibujo y
medicion (regla, compas, transportador de angulos) y reflexionar sobre su grado de
convencimiento acerca de la conjetura y sobre si esta puede considerarse probada
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9. Procesos de conjeturacion, razonamiento y demostracion usando relaciones angulares

0 no en este momento. La actividad consta de distintas preguntas (véase la hoja de
trabajo). Las preguntas 1.3, 1.4y 1.5 se formularan del mismo modo en actividades
posteriores de esta tarea formativa, con el objetivo de obtener informacion sobre
los esquemas de prueba del profesorado en formacion y su posible evolucion. En
ocasiones, las preguntas 1.3 y 1.4 se perciben como idénticas por el profesorado en
formacion, por lo que suele ser conveniente explicar el matiz que las diferencia: la 1.3
esta vinculada con la percepcion del grado de convencimiento sobre la veracidad de
la conjetura, mientras que la 1.4 se refiere a si, desde un punto de vista matematico,
se considera ya probado que la conjetura formulada es valida. Es decir, el profesorado
en formacion puede estar plenamente convencido de que la conjetura formulada es
cierta, pero que considerar que aun no se ha probado matematicamente.

Dado que en esta fase predomina el razonamiento inductivo (generalizacion de la
conjetura a partir de ejemplos particulares, comprobacion en otros posibles casos),
conviene observar el numero y la variedad de ejemplos que plantea el profesorado
en formacion (la prequnta 1.1 parece sugerir que hagan solo uno, pero pueden ha-
cer cuantos consideren oportunos). Asimismo, conviene que las parejas pongan en
comun los ejemplos desarrollados individualmente por cada integrante para ampliar
la base de casos sobre los que comprobar la conjetura.

Por otro lado, es importante atender a las posibles limitaciones que el profesora-
do en formacion pueda verbalizar en relacién con su grado de convencimiento vy el
caracter no probado de la conjetura, con especial atencion a qué acciones propone
para avanzar en su convencimiento o en la prueba. Esto resulta fundamental para
detectar si el profesorado en formacion manifiesta esquemas de prueba de tipo in-
ductivo o si apunta hacia esquemas de prueba mas cercanos a los de tipo axiomatico.

Objetivos especificos

» Detectar relaciones o patrones que permitan la formulacion de una conjetura
matematica con material de dibujo y medicion: la relacion angular del angulo
inscrito.

» Reflexionar sobre el proceso de conjeturacion efectuado, sobre el grado de con-
vencimiento y sobre si la conjetura puede considerarse probada o no tras este
proceso.

Orientaciones didacticas

Quien dirige la formacion debe asumir un rol de supervisién y guia mientras el
profesorado en formacion desarrolla la actividad 1.1: revisar el trabajo realizado (re-
corriendo el aula), resolver posibles dudas y aclarar los enunciados de las preguntas,
en particular, las preguntas 1.3 a 1.5 y el matiz que diferencia la 1.3 de la 1.4. En ese
caso, puede ser interesante que esta diferenciacion se comente de forma explicita
ante toda la clase.
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Actividad 2. Conjetura de la relacion angular con GeoGebra

Descripcion

La actividad 2 se desarrolla en parejas —las establecidas al inicio de la sesion—
a través de un applet de GeoGebra que muestra un angulo inscrito y su angulo
central correspondiente. El profesorado en formacion accede mediante un enlace
a un guion de preguntas vinculado a la manipulacion y dinamizacion del applet.
Cada pareja debe disponer de un ordenador o tablet con conexidn a internet
para acceder a la pagina que contiene el applety el guion de preguntas, e ir re-
gistrando sus respuestas en los espacios habilitados. Las respuestas han de ser
consensuadas en pareja, lo que favorece ademas los procesos de comunicacion y
discusion.

El enlace de acceso es https://www.geogebra.org/m/nnwséqwy.
Las preguntas son idénticas a las 1.2, 1.3, 1.4 y 1.5, con una pregunta adicional
sobre si la conjetura actual coincide o no con la que habia obtenido el profesorado
en formacion en la actividad 1.

Dado que las actividades 2, 3 y 4 comparten un formato similar —enlaces a
guiones de preguntas con applets de GeoGebra de apoyo—, se sugiere que quien
dirige la formacion cree un libro de GeoGebra con los enlaces correspondientes a
las tres actividades, y habilite un aula en GeoGebra Classroom vinculada a dicho
libro, de modo que las respuestas del profesorado en formacion queden registradas
de forma automatica. Por otro lado, el entorno de GeoGebra Classroom ofrece un
boton de «Pausary, que es muy util para comentarios, aclaraciones o0 momentos de
discusion en gran grupo, ya que pausa la interaccion con el applety permite centrar
la atencion del grupo.

Dado que el applet contiene la representacion del angulo inscrito y su central
correspondiente, pero sin sus medidas explicitas, conviene que quien dirige la for-
macion destaque la posibilidad de medir los angulos con la herramienta «Angulo» de
GeoGebra, asi como la de dinamizar la construccion para observar qué sucede. Esto
permitira ademas que el profesorado en formacion aprecie las ventajas de GeoGebra
para el proceso de conjeturacion frente a lo desarrollado en la actividad 1. En este
sentido, puede ser recomendable una breve puesta en comun global al finalizar la
actividad 2 para comparar ambas actividades y los recursos empleados, aunque este
aspecto se retomara en la actividad 5.

Cabe esperar que el profesorado en formacion compruebe la relacién angular
en un alto numero de ejemplos, lo que les puede ayudar a convencerse de que la
conjetura es valida. No obstante, como en el caso anterior, es importante atender
a las respuestas de las preguntas 4 y 5, puesto que aportaran informacion sobre el
esquema de prueba manifestado por las parejas participantes en este momento de
la tarea formativa.
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Objetivos especificos

» Detectar relaciones o patrones que permitan la formulacion de una conjetura
matematica con un software de geometria dinamica (GeoGebra): la relacion an-
gular del angulo inscrito.

» Reflexionar sobre el proceso de conjeturacion efectuado, sobre el grado de con-
vencimiento y sobre el caracter probado o no de la conjetura tras este proceso.

» Reconocer el potencial de GeoGebra como software de geometria dinamica para
formular conjeturas y ponerlas a prueba, frente al uso de herramientas fisicas
de dibujo.

Orientaciones didacticas

Se sugiere que quien dirige la formacion asuma un rol de supervision y de guia
mientras las parejas del profesorado en formacion desarrollan la actividad 2: revisar
el trabajo realizado por el profesorado en formacion (recorriendo el aula o a través
del aula de GeoGebra Classroom en su ordenador), resolver posibles dudas y aclarar
los enunciados de las preguntas. Ademas de lo ya comentado para la actividad 1,
conviene insistir, con las parejas que no lo hayan hecho, en la medicion explicita de
los angulos vy la dinamizacion del applet de GeoGebra.

GeoGebra muestra la amplitud de los angulos redondeada a dos decimales, lo que
puede provocar que, en algunos casos, un valor no parezca exactamente la mitad (o
el doble) del otro. El profesorado en formacion puede advertir este hecho. Lo advierta
0 no, es interesante que quien dirige la formacion lo tenga presente para preguntar
al profesorado en formacion qué puede estar ocurriendo en esos casos y explicar el
criterio de redondeo que utiliza GeoGebra.

Actividad 3. Investigacion sobre posibles hipdtesis
que justifiquen la conjetura

Descripcion

Esta actividad forma parte de la transicion desde la conjeturacion hasta la prueba.
Se espera que, tras las dos primeras actividades, todas las parejas hayan detectado
y conjeturado la relacion angular (la amplitud del angulo inscrito es la mitad de la de
su angulo central correspondiente), aunque muchas parejas pueden haber indicado
que consideran dicha relacion ya justificada mediante el razonamiento inductivo
(comprobaciones con la ayuda de GeoGebra), lo que revelaria un esquema de prueba
inductivo. En esta actividad se pretende suscitar la necesidad de encontrar posibles
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razones o hipotesis que pudieran explicar o justificar por qué la conjetura es valida,
a modo de razonamientos abductivos, que puedan servir de base para construir (o
no) un razonamiento deductivo.

En el enlace https://www.geogebra.org/m/cvhzdfer puede encontrarse la actividad 3.
En esta actividad se han seleccionado dos posibles razones o hipotesis para que el pro-
fesorado en formacion, mediante la dinamizacion del applety la respuesta al guion de
preguntas planteadas, puedan llegar a la conclusion de que ninguna de las dos razones
o hipotesis resulta adecuada para construir a partir de ella un razonamiento deducti-
vo. Ambas razones o hipotesis preceden de versiones previas de esta tarea formativa
(véase Arce y Conejo, 2023, para el caso de la afirmacion 1) y fueron planteadas por
profesorado en formacion como posibles razones que justifican el resultado:

» La afirmacion 1 plantea que la relacion angular puede estar determinada por la
diferente distancia entre los vértices —del angulo inscrito y central— vy el arco
que queda en el interior de ambos angulos, como si existiera una proporcion
inversa entre esa distancia y la amplitud del angulo: «La amplitud de un angulo
inscrito es la mitad que la del angulo central correspondiente porque la distancia
entre el vértice del angulo inscrito y el arco de circunferencia contenido dentro
de dicho angulo es el doble que la distancia entre el vértice del angulo central
correspondiente al angulo inscrito y dicho arcon.

» La afirmacion 2 plantea que la relacion angular puede justificarse por el hecho de
que ambos angulos comparten el arco de circunferencia que queda en su interior:
«La amplitud de cualquier angulo que comprenda el mismo arco de circunferencia
que un angulo central sera la mitad que la amplitud de dicho angulo central.

En ambos casos se pregunta inicialmente si el profesorado en formacién conside-
ra cierta o no cada afirmacion y, posteriormente, con ayuda de un applet especifico
en cada caso, se plantean cuestiones que pretenden guiar al profesorado en forma-
cion para encontrar contraejemplos: en el caso de la afirmacion 1, mostrar que la
distancia del vértice del angulo inscrito al arco no siempre es el doble del radio (que
es la distancia del vértice del angulo central al arco); en el caso de la afirmacion 2,
comprobar que, al desplazar el vértice V fuera de la circunferencia, la amplitud del
angulo deja de ser la mitad de la del central correspondiente, que se mantiene fija si
no se mueven Ay B. A partir de estos contraejemplos, se espera que el profesorado
en formacion concluya que ambas afirmaciones son falsas, y reconozca el rol de
los contraejemplos en matematicas para refutar posibles hipotesis que pretendan
justificar una conjetura. Para reforzar esta idea, y a modo de reflexion final de la
actividad, se plantean las siguientes dos preguntas:

» Sin referirte a lo trabajado en las afirmaciones 1y 2, sino intentando pensar

en términos generales, ;qué proceso seguiste para verificar el cumplimiento (o
incumplimiento) de las proposiciones?
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» /Qué grado de convencimiento tienes sobre la veracidad de las afirmaciones 1
y 27 ;Consideras que ese grado de convencimiento podria mejorarse? En tal caso,
¢como lo harias?

Durante el desarrollo de esta fase, es recomendable que quien dirige la formacion
destaque inicialmente el proposito de la actividad (estudiar dos posibles hipotesis
que podrian explicar y justificar la relacion angular conjeturada) para focalizar la
atencion del profesorado en formacién. Ademas, si se observa que el profesorado en
formacion no esta haciendo uso del applet para responder a las preguntas, conviene
que quien dirige la formacion sefale la existencia de herramientas que pueden ser
Utiles para comprobar distancias (construccion de segmentos, herramienta «Distancia
o longitudy) y la posibilidad de dinamizar los puntos V, Ay B (en el sequndo applet,
el punto V no esta vinculado como punto de la circunferencia).

No seria extrafio que alguna de las razones recogidas en las afirmaciones 1
y 2 hayan sido formuladas por el profesorado en formacion durante las activida-
des 102, en las preguntas 4 y 5. En ese caso, es especialmente interesante que
quien dirige la formacion monitorice qué hacen estas parejas durante el desa-
rrollo de la actividad 3, puesto que deberian refutar las hipotesis que formularon
previamente.

En el caso de que se disponga de un tiempo algo mas reducido para la primera
sesion de la tarea formativa, se aconseja que, en esta actividad 3, quien dirige Ia
formacion seleccione solo una de las dos afirmaciones, preferiblemente aquella que
haya surgido como posible razon por parte del profesorado en formacion en estadios
previos de la tarea formativa.

En el caso de la afirmacion 2, es importante que el profesorado en formacion sea
consciente de que V, el vértice, no esta fijado como un punto de la circunferencia, por
lo que puede desplazarse a lo largo de todo el plano. Pudiera darse la circunstancia
de que el profesorado en formacion desplace V intentando mantenerlo sobre la cir-
cunferencia y comprobando si se cumple o no la relacién angular, y que encuentre
aparentes contraejemplos no de la afirmacion 2, sino de la propia relacién angular
(en casos en que V parece estar sobre la circunferencia, pero realmente no lo esta).
Si esto sucede, puede sugerirse que utilice la herramienta «Aproximar» para verificar
que V no esta sobre la circunferencia, o que, si desea dinamizar el vértice sin que
se salga de la circunferencia, cree directamente un punto sobre la circunferencia y
construya el angulo inscrito a partir de él.

Objetivos especificos

» Enunciar posibles razonamientos abductivos que puedan explicar y justificar
conjeturas matematicas.

» Comprender el rol de los contraejemplos en la refutacion de posibles hipotesis
sobre por qué una conjetura se cumple.
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Orientaciones didacticas

Ademas de lo ya comentado para las actividades anteriores, conviene enfatizar ini-
cialmente el proposito de la actividad v, si es necesario, insistir en el aprovechamiento
de los applets, como se ha sugerido.

Actividad 4. Construccion de una justificacion del teorema
del angulo inscrito

Descripcion

La actividad 4 y el guion de preguntas que la componen se recoge en el siguiente
enlace: https://www.geogebra.org/m/ncs9yfv8

Esta actividad comienza con una pregunta que pretende continuar con el proceso
de transicion de la conjeturacion a la prueba de la relacion angular. Tras la actividad 3,
en la que se ha pretendido refutar dos posibles hipotesis que podrian explicar y
justificar la relacion angular, se plantean las siguientes preguntas para recoger otras
posibles hipotesis que formule el profesorado en formacion y reforzar la necesidad
del razonamiento deductivo en matematicas:

» Explica por qué crees que la conjetura de que la amplitud del angulo inscrito
es la mitad de la amplitud de su angulo central correspondiente es cierta. ;/Qué
relaciones entre ambos angulos crees que pueden propiciar que esa conjetura
se cumpla siempre?

A continuacion, se aborda la fase de prueba de la relacion angular. La demos-
tracion del teorema del angulo inscrito se basa en las tres posiciones posibles del
centro de la circunferencia respecto al angulo inscrito: sobre uno de sus lados, en su
interior o en su exterior. El caso mas sencillo, a partir del cual pueden deducirse los
otros dos, es aquel en que el centro esta sobre uno de los lados del angulo inscrito.

Para abordar este primer caso, el applet muestra el angulo inscrito y su central
correspondiente, con la instruccion de colocar uno de los lados de modo que el centro
de la circunferencia quede sobre él. Se plantean una serie de preguntas destinadas a
movilizar el conocimiento matematico necesario para demostrar la relacion en este
caso, con la ayuda del applety la representacion. Las preguntas son las siguientes:

» Observa el triangulo VOB. ;Como es este tridngulo segun sus lados y por qué
(razona sin recurrir a medir los lados)? ;Cual es la amplitud de los tres angulos
del triangulo VOB (razona sin medirlos)? ;Qué relacion hay entre los angulos del
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triangulo VOB y el angulo central correspondiente? Utiliza esta informacion para
construir una justificacion para tu conjetura.

Las indicaciones entre paréntesis pretenden evitar que el profesorado en for-
macion recurra a mediciones directas sobre el applet y busque, en cambio, razona-
mientos deductivos a partir de la configuracion. Este hecho puede resultar confuso
para aquellos que tengan un esquema de prueba inductivo arraigado. En estos casos,
conviene que quien dirige la formacion encamine al profesorado en formacién para
que trate de responder a las preguntas a partir de la configuracion general y evite
el uso de las herramientas de medicion de segmentos o de angulos. Otro comporta-
miento habitual es responder de manera mas o menos correcta a las preguntas, pero
no ser capaz de usar esa informacion para construir una conjetura, bien porque no
entienda qué se pide, bien porque encuentre dificultades para construir la cadena
l6gica de razonamientos. Ante esta situacion, quien dirige la formacién puede orien-
tar al profesorado en formacion en la construccion de la justificacion destacando
las implicaciones y los conectores l6gicos necesarios.

Tras este caso, se plantea la justificacion de los otros dos a partir de lo demos-
trado. Para ello, los applets incorporan, con linea de puntos, el diametro que une
los centros de los angulos, para ayudar a visualizar como aplicar el caso anterior. La
instruccion que se indica es la siguiente: «;Qué sucede en este caso? Construye una
justificacion para tu conjetura en este caso apoyandote en el caso anterior y en la
linea auxiliar de trazos». Un comportamiento posible al realizar estas tareas puede
ser que, en lugar de intentar aplicar el caso anterior, el profesorado en formacion
intente reproducir la demostracion previa buscando un triangulo isdsceles a partir
del cual razonar. En estos casos, quien dirige la formacion puede sefialar una de las
funciones de la demostracion: que un resultado ya justificado puede ser aplicado
directamente en otras situaciones.

Concluida la construccién de la demostracion, para detectar posibles avances o
cambios en los esquemas de prueba, se vuelven a plantear las preguntas 3 y 4 de
las actividades 1y 2.

Como cierre de esta actividad 4, se presenta un applet con una circunferencia y
un triangulo inscrito en el que uno de los lados es el diametro de la circunferencia.
Se pide justificar por qué el angulo en C es recto (mediante la aplicacion del teorema
del angulo inscrito) y como podemos construir triangulos rectangulos a partir de
la hipotenusa.

Objetivos especificos

» Diferenciar entre razonamientos de tipo inductivo y razonamientos de tipo de-
ductivo, y comprender su rol para construir y validar el conocimiento matematico.

» Construir, a partir de preguntas guiadas y cierta asistencia, una demostracion de
un resultado matematico.
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Orientaciones didacticas

En la actividad 4 es frecuente que surjan muchas dudas vy dificultades en el
profesorado en formacion, sobre todo en la construccion de las demostraciones,
por lo que conviene una supervision continua. Puede hacerse uso de pausas para
ofrecer orientaciones generales, pistas o resolver dudas recurrentes vinculadas al
desarrollo del proceso.

Actividad 5. Discusion e institucionalizacion de lo realizado

Descripcion

Esta actividad se realiza en una sesion posterior y su proposito es la reflexion e ins-
titucionalizacion del trabajo de las actividades previas. También se plantea la relacion
de algunos aspectos con el conocimiento didactico vinculado a la tarea.

Para poder organizar esta fase de reflexion e institucionalizacion, es necesario
que quien dirige la formacion haya leido y revisado previamente las respuestas de
las diferentes parejas a las actividades 1 a 4, a fin de analizar el desarrollo de los
procesos de conjeturacion, el estudio de posibles hipotesis para validar la conjetura
y la demostracion de la relacion angular del angulo inscrito, asi como los esquemas
de prueba que manifiesta el profesorado en formacion y los posibles cambios que
puedan percibirse en el transcurso de la primera sesion de la tarea formativa. Toda
esa informacién ha de servir de apoyo en varios sentidos:

» Enla organizacion de los grupos mediante la fusion de parejas que hayan mostra-
do diferencias en su comportamiento susceptibles de enriquecer las discusiones
en las fases grupales de la actividad.

» En la seleccion de posibles fragmentos de respuestas sobre los que discutir y re-
flexionar en relacion con el conocimiento y la comprensién de los diferentes pro-
cesos de conjeturacion y demostracion llevados a cabo durante la tarea formativa.

La actividad 5 alternara momentos de reflexion en pequefios grupos —preferi-
blemente de cuatro personas mediante la fusion de dos de las parejas establecidas
durante las actividades 1 a 4— con momentos de puesta en comun en gran grupo
e institucionalizacién de los diferentes aspectos abordados. La reflexion e insti-
tucionalizacion en esta actividad 5 ha de abarcar los aspectos que se recogen a
continuacién. Se afiaden, en cada aspecto, posibles preguntas que quien dirige la
formacion puede tomar como referencia para el desarrollo de estos momentos de
reflexion e institucionalizacion:

186



9. Procesos de conjeturacion, razonamiento y demostracion usando relaciones angulares

Identificacion, en las actividades 1 a 4, de los procesos de conjeturacion y de-
mostracién como ejes principales de la construccion de enunciados matematicos.
Posibles preguntas: «;Qué momentos de la tarea estan vinculados con la conje-
turacion de la relacion y por qué? ;Qué momentos de la tarea estan vinculados
con la demostracion de la relacion conjeturada y por qué.

Relacion de las actividades 1 a 4 con los diferentes tipos de razonamiento en
matematicas (abductivo, inductivo y deductivo), y el rol de cada uno en la tarea
formativa desarrollada. Posibles preguntas: «/En qué momentos de la tarea se
pretende encontrar posibles razones o hipotesis que puedan explicar o justificar
la conjetura (razonamiento abductivo)? ¢;En qué momentos de la tarea se pre-
tende comprobar en ejemplos si la conjetura se cumple (razonamiento inducti-
vo)? ¢En qué momentos de la tarea se pretende construir una cadena logica de
razonamiento que permita validar la conjetura (razonamiento deductivo)? ;Qué
aporta cada uno de estos momentos en el proceso global de construccion del
conocimiento matematico?».

Diferenciacion entre estar convencido de algo (como algo mas vinculado a una
creencia 0 concepcion personal) y que ese algo esté matematicamente demostra-
do (como algo vinculado a los procesos de generacion de conocimiento en mate-
maticas). Se sugiere seleccionar fragmentos de respuestas dadas a las preguntas
finales de la actividad 2 (donde se aprecien diferentes niveles de convencimiento
0 percepciones sobre si la conjetura esta suficientemente probada), para su discu-
sion por parte del profesorado en formacion a partir de las siguientes preguntas:
«¢Es lo mismo estar convencido de que algo es cierto que esté probado que es
cierto? ¢Qué momentos de la tarea contribuyen a generar convencimiento sobre
la veracidad de la conjetura? ;Qué momentos de la tarea contribuyen a generar
una prueba de la conjetura?».

Rol de los contraejemplos como medio para rechazar hipotesis que pretendan
explicar o justificar una conjetura. Se sugiere seleccionar fragmentos de las
respuestas que hayan dado las parejas a las preguntas reflexivas finales de la
actividad 3. Pregunta: «;Qué debe hacerse para rechazar una posible hipotesis o
razon que pretenda explicar o justificar la conjetura?».

Proceso de construccion de una demostracion aplicando el razonamiento de-
ductivo (tomando como ejemplo el proceso sequido en la actividad 4 para el
teorema del angulo inscrito). Se sugiere revisar la justificacion del teorema: con-
testar primero a las preguntas guiadas v, a partir de esa informacion, orientar la
construccion de la prueba. Después se pueden plantear las siguientes preguntas:
«/Qué caracteristicas tiene un razonamiento de tipo deductivo? ;Qué implicacio-
nes tiene demostrar un resultado?».

Reflexidn sobre las potencialidades y limitaciones de diferentes recursos (lapiz y
papel o software de geometria dinamica GeoGebra) para desarrollar un proceso
de conjeturacion y demostracion de enunciados geométricos. Posibles pregun-
tas: «,Qué aportan recursos como el lapiz y papel o un software de geometria
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dinamica como GeoGebra a las actividades 1y 27 ;Qué ventajas ofrece GeoGebra
frente al lapiz y papel? ;Qué aportan y qué no aportan estos recursos al proceso
de demostracion del resultado?».

Reflexion sobre el potencial del software de geometria dinamica GeoGebra para
su uso en un aula de Educacion Primaria en los procesos de construccion de
enunciados y relaciones geométricas. Posibles preguntas: «Como docente en un
aula de Educacion Primaria, ¢para qué puedo utilizar un software de geometria
dinamica como GeoGebra? ;/Con qué propdsitos? Proporciona ejemplos concretos
de forma razonadan.

Vinculacion de los niveles de Van Hiele de desarrollo del razonamiento geométrico
con el comportamiento esperado en las diferentes etapas de la tarea formativa
(actividades 1 a 4). Conviene seleccionar fragmentos de respuestas que ilustren
comportamientos propios de los diferentes niveles de Van Hiele (especialmente
el nivel 2, andlisis, y el nivel 3, deduccién informal). Pregunta: «.En qué nivel de
Van Hiele de desarrollo del razonamiento geométrico encaja cada respuesta?
Razona tu respuestan.

Creacion de posibles respuestas hipotéticas al desarrollo de la tarea formativa
que podrian dar estudiantes situados en el nivel 2 (andlisis) o en el nivel 3 (de-
duccion informal).

Objetivos especificos

Diferenciar entre razonamientos de tipo inductivo y razonamientos de tipo
deductivo, y comprender su rol para construir y validar el conocimiento
matematico.

Construir, a partir de preguntas guiadas y cierta asistencia, una demostracion de
un resultado matematico.

Reconocer el potencial de GeoGebra como software de geometria dindmica para
formular conjeturas y ponerlas a prueba, frente al uso de herramientas fisicas
de dibujo.

Reflexionar sobre los procesos de conjetura y demostracion, y sobre la relacion
entre posibles comportamientos en dichos procesos y los niveles de Van Hiele
de desarrollo del razonamiento geométrico.

Orientaciones didacticas

Se espera que quien dirige la formacion adquiera un rol de dinamizador de la sesion:
proponga preguntas o fragmentos para discutir en los diferentes momentos de Ia
sesion (primero en grupos de cuatro, luego en gran grupo) y seleccione, en el caso de
las intervenciones en gran grupo, qué grupos intervienen, de modo que se muestre la
diversidad de respuestas y se avance en la institucionalizacion de los conocimientos
fundamentales de la tarea.
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MTSK trabajado en la tarea

Tabla 9.1. Conocimiento matematico asociado a la tarea «Procesos de conjetu-
racion, razonamiento y demostracion usando relaciones angulares: angulo ins-
crito en la circunferencian.

Subdominios

Categorias asociadas
al subdominio

Indicadores de conocimiento

Actividades

12345

CONOCIMIENTO MATEMATICO

KoT

Definiciones, propie-
dades y sus funda-
mentos

Relacién angular del angulo inscrito: la amplitud
del angulo inscrito es la mitad de la de su angulo
central correspondiente.

X X

Teorema del angulo inscrito: la amplitud del &an-
gulo inscrito es la mitad de la de su angulo central
correspondiente.

Demostracidn del teorema del angulo inscrito en
los tres casos.

X X

Propiedades

Construccion del angulo central correspondiente
a un angulo inscrito.

Registros de repre-
sentacion

Representacion de angulos inscritos y sus angulos
centrales correspondientes con utiles de dibujo.

Visualizacién del angulo inscrito y su central co-
rrespondiente en diversos ejemplos y posiciones
con la ayuda de GeoGebra.

Fenomenologia y apli-
caciones

Segundo teorema de Tales (como aplicacion del
teorema del angulo inscrito): Dado un diametro
de la circunferencia, el triangulo formado al unir
cualquier punto de esta con los extremos del dia-
metro es rectangulo.

KSM

Conexiones de com-
plejizacion

Relacion entre los radios de la circunferenciay la
caracterizacion de tridngulos isosceles inscritos
en ella.

CONOCIMIENTO MATEMATICO

KPM

La practica de demos-
trar

Formulacién de una conjetura a partir de la ob-
servacion y comprobacion de relaciones y patro-
nes en ejemplos particulares.

Rol del razonamiento inductivo para generar
convencimiento sobre la conjetura y analizar si
puede considerarse probada o no.

Ventajas de un software de geometria dindmica
como GeoGebra, frente al lapiz y papel, en el
proceso de formulaciéon y comprobacion de una
conjetura.
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Subdominios

Categorias asociadas
al subdominio

Indicadores de conocimiento

Actividades

12345

CONOCIMIENTO MATEMATICO

KPM

La practica de demos-
trar

Necesidad de proponer hipdtesis que pudieran
explicar y justificar por qué un enunciado mate-
matico es cierto (como base de razonamientos
deductivos).

X X

Rol de los contraejemplos en la refutacion de po-
sibles hipotesis que pretendan explicar y justificar
un enunciado matematico.

Rol del razonamiento deductivo en la validacion
de las conjeturas.

Construccion de una demostracion en matematicas.

Funciones de la demostracién: verificacion, expli-
cacion, posibilidad de aplicar el teorema.

Etapas de conjeturacion y demostracion en la
construccion de enunciados matematicos.

Rol del razonamiento abductivo, inductivo y de-
ductivo en el proceso de conjeturacion y demos-
tracion de enunciados matematicos.

Tabla 9.2. Conocimiento didactico del contenido asociado a la tarea «Procesos
de conjeturacion, razonamiento y demostracion usando relaciones angulares:
angulo inscrito en la circunferencian.

. Categorias asociadas . _ Actividades
Subdominios .. Indicadores de conocimiento e
al subdominio 12345
Potencialidades y limitaciones de recursos como X X
el material de dibujo o GeoGebra para desarrollar
procesos de conjeturacion en el aula.
KMT Rec.ursos fiifiécticos _
(fisicos o digitales) Potencial de las tareas basadas en applets de Geo- X
Gebra para conjeturar y comprobar enunciados
geométricos, y posibilidades de aplicacion en un
aula de Primaria.
Relacién entre las caracteristicas de los niveles X
. de Van Hiele y el razonamiento requerido en las
Teorias sobre apren- . - .
dizaje dlferen.tf?s actlv!d.ades de Ia.tarea formativa (.com—
probacidon empirica, necesidad de razonamiento
KELM deductivo, construccion de la demostracion).
Concepcidn errénea —habitual y persistente— de X

CONOCIMIENTO DIDACTICO DEL CONTENIDO

Fortalezas y debili-
dades

que el razonamiento inductivo permite validar co-
nocimiento en matematicas (persistencia de esque-
mas de prueba de tipo inductivo).
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Hojas de trabajo
Procesos de conjeturacion, razonamiento y demostracion

usando relaciones angulares: angulo inscrito
en la circunferencia

ACTIVIDAD 1. Conjetura de la relacion angular con material de dibujo y
medicion

A continuacion, se proponen una serie de actividades basadas en los angulos sobre
la circunferencia. Tomate tu tiempo para elaborar las respuestas, coméntalas con
tu compafiero cuando lo consideres necesario y no dudes en consultar las dudas
que te surjan.

1.1. Construye una circunferencia con el compas y marca el centro. Dibuja un angulo
inscrito con ayuda de la regla y construye su angulo central correspondiente.

1.2. iExiste alguna relacion entre la amplitud del angulo inscrito y la de su angulo
central correspondiente? Enuncia una conjetura que exprese dicha relacion.

1.3. ¢En qué grado estas convencido (estas seguro de que es asi) de que la conjetura
formulada es cierta? ;Por qué?
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1.4. Crees que esta suficientemente probado que la conjetura es cierta? ;Por qué?

1.5. Si crees que podrias estar mas convencido o que la conjetura podria probarse
mejor, iqué habria que hacer para lograrlo?
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Formacion inicial y continua

Nivel al que se dirige la tarea: Grado de Maestro en Educacion Primaria o Profesorado
de Matematicas de Secundaria

Duracion aproximada de la aplicacion: 6 horas

Fundamentacion

La geometria es un drea fundamental de las matematicas presente en
todos los curriculos de la educacién basica, como es el caso de Pera
(Ministerio de Educacion de Perd, 2016) y de México (Secretaria de Edu-
cacién Publica en México —SEP, 2017, 2024a, 2024b—). Su relevancia
también se destaca en los estindares propuestos por el National Council
of Teachers of Mathematics (2000), donde los contenidos geométricos
mantienen una presencia sostenida a lo largo de los distintos grados
escolares, en mayor medida que otros contenidos como los de medida o
analisis de datos y probabilidad.

El estudio de la geometria se vincula con modelar objetos mediante
formas geométricas, comunicar la comprensiéon que se tiene de estas
y desarrollar la orientacién espacial (Ministerio de Educacion de Perd,
2016). Estas capacidades requieren que, desde los primeros afnos escola-
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res, se fomente la visualizacion: que el alumnado imagine objetos, los
manipule mentalmente y realice acciones sobre objetos concretos. Esta
experiencia le permite establecer relaciones y propiedades geométricas
para, posteriormente, poder articularlas de manera mas formal mediante
el lenguaje geométrico correspondiente (SEP 2024a, 2024b).

El abordaje de tareas formativas centradas en tépicos como poligonos,
prismas y pirdmides se sustenta en investigaciones recientes. Por ejem-
plo, Lo y Cox (2018) destacan lo complejo que resulta para los futuros
profesorado de Primaria desarrollar actividades de composicion y des-
composicién de formas tridimensionales, proceso clave para el desarrollo
de conceptos de medicion. Ademas, senalan la complejidad de clasificar
formas tridimensionales a partir del conocimiento de figuras simples, y el
potencial de la construccién de definiciones para desafiar y refinar ima-
genes conceptuales del profesorado en formacion. En esta linea, Herawati
et al. (2022) subrayan la importancia de los elementos y propiedades de
los poligonos como base para abordar temas mas complejos. Segtin estos
autores, es crucial ensefar los conceptos de forma jerarquica, ya que el
alumnado suele presentar dificultades para describir las caracteristicas
de un objeto geométrico, dado que el desarrollo conceptual en geometria
requiere habilidades de visualizacion y experiencias concretas, especial-
mente en los primeros anos escolares.

Las consideraciones anteriores justifican las tareas formativas que se
proponen en este capitulo. Estas buscan atender las demandas identificadas
por Loy Cox (2018), entre ellas, la necesidad de explorar la construccion de
sOlidos tridimensionales para comprender la naturaleza de las dificultades
del profesorado en formacion, asi como la de disenar e implementar sesio-
nes formativas centradas en estos topicos. Ademas, el estudio de formas
geométricas en diversas dimensiones constituye una linea de investigacién
vigente, en la que el uso de analogias parece ser una estrategia prometedora
para establecer relaciones, identificar diferencias y enriquecer la compren-
sién geométrica (Jones y Tzekaki, 2016; Sinclair y Bruce, 2015).

Objetivos generales

Se pretende que el profesorado en formacion:

1. Reconozca elementos y caracteristicas de cuerpos geométricos tras-
licidos y opacos, y establezca relaciones y diferencias con respecto a
las figuras geométricas planas.

2. Reflexione sobre las implicaciones de las practicas matematicas de
definir y de clasificar en geometria, mediante la construccion de de-
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finiciones diversas de un mismo objeto geométrico y clasificaciones
basadas en distintos criterios simultineamente.

3. Analice errores y dificultades de aprendizaje que puedan surgir en el
aula al estudiar los cuerpos geométricos en los primeros grados de
Primaria, con el fin de tomar conciencia del proceso de aprendizaje
de estos contenidos.

4. Evalte las potencialidades y limitaciones de diversas actividades de
ensefianza de poliedros y de los recursos didacticos asociados, con
vistas a incorporarlas —con los ajustes pertinentes— en las planifi-
caciones de clase.

5. Reflexione sobre los aspectos que conforman el conocimiento espe-
cializado necesario para la ensefianza de la geometria en Educacién
Primaria.

Conocimientos, habilidades o competencias
previas necesarias

Para abordar adecuadamente esta tarea, el profesorado en formacién
deberia poseer conocimientos sobre:

» Definicién verbal e imagen conceptual de poligono, prisma y pira-
mide.

» Clasificacion de poligonos.

» Representaciones graficas prototipicas de poligonos, prismas y pira-
mides.

Orientaciones generales para quien dirige
la formacion

Se propone desarrollar esta tarea en tres sesiones. La primera, con una
duracion aproximada de dos horas, se centrara en los objetivos primero,
tercero y cuarto, mediante las actividades 1y 2, que implican el andlisis
de una experiencia de aula sobre cuerpos geométricos. La segunda sesién,
correspondiente a la actividad 3, abordara el andlisis de definiciones y
clasificaciones de cuerpos geométricos, con el propésito de construir
conocimientos matematicos, didacticos y curriculares. La tercera y al-
tima sesion, compuesta por las actividades 4 y 5, tiene como propdsito
socializar los conocimientos movilizados en la segunda sesion y presen-
tar el modelo MTSK como una herramienta de metarreflexion sobre el
conocimiento especializado del profesorado.
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Recursos fisicos o virtuales

Hojas de trabajo.

15 palitos del mismo tamano.

Una barrita de plastilina.

Un pliego de papel para rotafolio (papel bond, papelégrafo o papel

sabana).

» Tres marcadores (rotuladores o plumones) de punta gruesa: negro,
azul y verde.

» Notas adhesivas o tarjetas.

» Cinta adhesiva.

v v v Vv

Actividad 1. Conocimiento sobre cubo y cuadrado

Descripcion

Esta actividad gira en torno al didlogo entre dos estudiantes y su maestra sobre
las caracteristicas comunes vy diferenciadoras del cubo y del cuadrado. Se propone
que el profesorado en formacion interprete el conocimiento puesto en juego por la
maestra y el alumnado.

Orientaciones didacticas

Después de entregar la ficha de trabajo, se recomienda iniciar con una lectura del
extracto de la clase. Se invita al grupo a analizar el conocimiento que tiene (o parece
tener) la maestra, es decir, qué sabe (o parece saber) la maestra y en qué frase o
accion se evidencia? Algunas preguntas orientadoras podrian ser: «;Qué sabe (o
parece saber) la maestra sobre la diferencia entre un objeto 3D y una figura plana
(2D)?, (qué frase o accion evidencia ese conocimiento?». Al usar el material concreto
(un cubo y un cuadrado): «;Qué conocimiento permite reconocer en ella?». Para
aprovechar las respuestas de los alumnos: «;Qué mas podria extraerse del didlogo?».

En la pregunta 1.2, el foco se traslada al conocimiento de los estudiantes. Se
invita al profesorado en formacion a reflexionar sobre la informacion que apor-
tan las respuestas del alumnado a la maestra. Conviene recordar al profesorado
en formacion que el analisis se centra en diferenciar 2D y 3D. Algunas preguntas
orientadoras: «¢Qué parece estar imaginando o relacionando el estudiante al usar
el término aplastado?, icémo interpretar expresiones como “le echan aire y se hace
mas grande"?». Conviene insistir en que anote todas las ideas que surjan, ya que
serviran de material para futuras discusiones.
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Actividad 2. Construccion de una piramide con palillos
y plastilina

Descripcion

Esta actividad se basa en una propuesta tomada de un libro de texto sobre piramides
de distinta base poligonal. A partir de la experiencia de construccion realizada por
una pareja de estudiantes de Primaria, se analizan sus conocimientos geométricos
y las dificultades que enfrentan. La sesion concluye con la solicitud de materiales
para el desarrollo de la siguiente sesion.

Orientaciones didacticas

Con el grupo completo, se lee la actividad 2. Conviene que quien dirige la formacién
aproveche para aclarar la numeracion de las tres construcciones con palillos. Despugs,
cada equipo completa las preguntas 2.1y 2.2 de la hoja de trabajo. En la pregunta 2.2
(¢cudl de las construcciones implicaria un reto mayor para el alumnado?), se anima a
los equipos a reconstruir cada piramide para observar diferencias en cuanto a nimero
de palillos (longitudes), cantidad de plastilina necesaria y estabilidad de la estructura.
Conviene que quien dirige la formacion propicie la siguiente discusion: «En este tipo
de representaciones, ;qué elementos se identifican claramente y cuales no?; ;puede
el alumnado reconocer claramente la forma de las caras?, jpor qué si o por qué no?».

La subactividad 2.3 presenta la dificultad con que se encuentra un equipo al interpretar
una representacion 2D de un objeto 3D. La primera pregunta busca que el futuro profesorado
identifique cual de las tres construcciones propuestas en el libro fue reproducida y justifique
su eleccion. Esto lo invita a interpretar la respuesta del alumnado y a reflexionar sobre lo
que sabe acerca del aprendizaje relacionado con el cambio de dimension.

La subactividad 2.4 ilustra un proceso de interpretacion y reconstruccion realizado
por otro equipo de estudiantes para la piramide pentagonal. Este proceso incluye tres
intentos, documentados en fotografias. El profesorado en formacion debe completar
una tabla —producto de sus reflexiones sobre los procesos sequidos por este equipo
de estudiantes— en la que describa las acciones realizadas en cada intento, identifique
posibles ideas geométricas puestas en juego (por ejemplo, reconocimiento de figuras
cerradas, numero de lados, analogias entre elementos de poligonos y poliedros como
lado-arista, vértice 2D-vértice 3D, angulos 2D y 3D) y analice las posibles dificultades
encontradas (por ejemplo, interpretacion de una representacion 2D de un objeto
3D, imaginar el objeto 3D para saber si las aristas se cruzan o no, estabilidad de la
estructura o comprension de analogias entre poligonos y poliedros).

Otro de los aspectos en los que se espera que el futuro profesorado preste
atencion es el papel de los recursos seleccionados en una clase. La subactividad 2.5
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invita a reflexionar sobre si algunas de las dificultades observadas podrian estar
relacionadas con las caracteristicas del material empleado (palillos iguales, peso de
la plastilina, estabilidad de la estructura, entre otras). Esta reflexion permite vincular
el analisis geométrico con decisiones de planeacion.

Para finalizar la sesion, se organiza la clase en equipos (2-3 integrantes) y se
asigna a cada equipo un tema de la tabla 10.1, de modo que al menos dos equipos
trabajen cada uno.

Tabla 10.1. Tematicas para asignar a los equipos.

Tematica Posibles énfasis
Prismas Definicion Clasificacion
Piramides Definicion Clasificacion

Para la siguiente sesion, quien dirige la formacion solicita a cada equipo recopilar
documentos de consulta que informen sobre aspectos matematicos, didacticos y cu-
rriculares de la tematica asignada. De manera individual, cada integrante debe revisar
el material recopilado, identificar conocimientos matematicos, didacticos y curriculares
necesarios para que el profesorado de segundo de Primaria aborde adecuadamente
ese contenido, y registrar sus hallazgos junto con la referencia correspondiente.

Conviene explicar que estas anotaciones serviran de material para la siguiente
sesion. Ademas, se solicita a cada equipo que lleve un pliego de papel para rotafolio
(papel bond, papeldgrafo o papel sabana) y tres marcadores (rotuladores o plumones)
de punta gruesa y colores distintos (por ejemplo, negro, azul y verde).

Actividad 3. Reflexionar sobre la ensefanza de poliedros
con el uso de componentes del MTSK como herramienta
para la planificacion de clases

Descripcion

Esta actividad consta de tres subactividades que se desarrollan en equipos de 2-3
personas. El tema de trabajo son los poliedros (prismas y piramides), con dos énfasis
asignados en la sesion anterior: definicion y clasificacion. Cada equipo aborda un
tema con un énfasis a partir de la indagaciéon documental.

En la subactividad 3.1, cada equipo sistematiza, de manera coherente y sintética,
los conocimientos matematicos, didacticos y curriculares relacionados con su tema,
y elabora un cartel para presentarlo al grupo.
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En la subactividad 3.2, el equipo asume el rol docente y elabora una planificacion
esquematica para una clase de una hora, en la que decide qué se ensefiara y coémo
se abordara.

En la subactividad 3.3 se analiza ese primer disefio de clase mediante preguntas
guiadas, orientadas a reflexionar sobre componentes del modelo Mathematics Tea-
chers' Specialised Knowledge (MTSK, Carrillo et al, 2018) como herramienta para la
planificacion de clase.

Orientaciones didacticas

Conviene comenzar con una serie de indicaciones para el trabajo en equipo, espe-
cialmente sobre la importancia de compartir los hallazgos individuales obtenidos
de la revision documental. Después, se les pide elaborar, en su portafolio, una tabla
(como la del ejemplo de la hoja de trabajo) que permita diferenciar conocimientos
matematicos, didacticos y curriculares.

Una vez terminada esta actividad, quien dirige la formacion solicita que el pro-
fesorado disefie una secuencia de actividades sobre el tema asignado, pensada para
segundo grado de Primaria. Conviene promover la reflexion colectiva sobre las deci-
siones tomadas. Para orientar la planificacion se sugieren algunos apartados. Con-
viene recordar que disponen de media hora, por lo que no se espera una propuesta
minuciosa, sino un primer esbozo de ideas.

Una vez terminado el primer disefio, las subactividades 3.3 a 3.8 buscan propiciar
la reflexién critica sobre esas decisiones, con foco en el contenido y la didactica.
Conviene que quien dirige la formacion fomente tanto la discusion como la escritura,
ya que esta ultima ayuda a precisar ideas y a profundizar en la reflexion.

Si algun equipo concluye antes de lo previsto, puede comenzar la siguiente ac-
tividad y completarla en casa.

Para la siguiente sesion, se solicita a cada equipo que prepare en papel de rotafo-
lio un esquema de los conocimientos identificados en la sesion anterior: negro para
los conocimientos matematicos, azul para los curriculares y verde para los didacticos,
segun la temdtica asignada (prismas o piramides) y el énfasis indicado (definicion o
clasificacion), e indicar las relaciones entre estos conocimientos en caso de haberlas.
También se les solicita traer nuevamente los marcadores de punta gruesa (rotuladores
o0 plumones) de colores (negro, azul y verde), asi como notas adhesivas o tarjetas que
les permitan afiadir informacion en el rotafolio, y cinta adhesiva.

Finalmente, se asigna a cada equipo la lectura de uno de los siguientes informes
de investigacion, segun su tematica, para trabajarla antes de la siguiente sesion.
Si se considera conveniente, se les puede pedir que formulen dos preguntas a
partir de la lectura.

» Tematica Prismas: Escudero-Dominguez, Mufioz-Catalan y Carrillo (2021).
» Tematica Piramides: Escudero-Dominguez, Murioz-Catalan y Montes (2021).
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Actividad 4. Explicitar el conocimiento especializado
de los poliedros

Descripcion

Durante esta tercera sesion se socializan los esquemas elaborados en la sesion an-
terior sobre los conocimientos matematicos, curriculares y didacticos.

Orientaciones didacticas

Quien dirige la formacion organiza los equipos por tematica compartida y les pide
que coloquen sus producciones juntas en una de las paredes del aula. Conviene
promover el intercambio de hallazgos, destacando similitudes y diferencias. Se les
indica que elijan una de las hojas de rotafolio que represente la tematica. Si detectan
elementos incompletos o poco claros, pueden enriquecerlos con las notas adhesivas
o las tarjetas. Quien dirige la formacion pide a cada equipo que designe a una o dos
personas para presentar el trabajo.

Para la plenaria, pueden organizarse visitas a cada una de las cuatro paredes
del aula. En cada estacion, los equipos disponen de diez minutos para presentar sus
esquemas tematicos.

Actividad 5. Explicitar el conocimiento especializado sobre
los poliedros

Descripcion

Esta actividad tiene como proposito organizar y sistematizar el conocimiento ma-
tematico abordado en sesiones anteriores, con el modelo MTSK como esquema
organizador.

Orientaciones didacticas

Durante los ultimos 50 minutos de la sesion, quien dirige la formacion dedica un
tiempo al analisis conjunto del modelo MTSK y sus componentes, y destaca as-
pectos conceptuales y didacticos. Se sugiere retomar lo trabajado en las sesiones
1y 2, especialmente lo relacionado con la reconstruccion de objetos 3D a partir
de sus representaciones 2D, las dificultades experimentadas por los equipos y por
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el alumnado de segundo de Primaria, asi como los aprendizajes derivados de esas
experiencias para la propia practica docente.
En particular, se recomienda reflexionar sobre:

» Analisis conceptual:
- Relaciones y diferencias, conexiones y analogias entre 2D-3D.
- Propositos y formas de definir y clasificar en geometria.
» Analisis didactico:
- Valoracion de diferentes recursos, actividades propuestas y planificaciones.
- Andlisis de errores y dificultades del alumnado y su vinculo con los procesos
de aprendizaje.
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MTSK trabajado en la tarea

Tabla 10.2. Conocimiento matematico asociado a la tarea «;Ddnde estan los poligonos
en los poliedros?».

: ; Actividades
Subdominios Categorias as?c!adas Indicadores de conocimiento
al subdominio 1 2 3 4 5
Definiciones y propiedades de po- 11 23 31 41 5
liedros, en particular de prismasy 1.2 2.4 3.2 4.2
piramides. 3.3 43
Definiciones, propie- 3.4
dades y sus funda-
mentos Elementos constitutivos de polie- 21 31 41 5
dros: caras, aristas y vértices. 2.4 3.2 4.2
o 3.3 43
= 3.4
=
E KoT Conversion entre distintos registros 21 31 41 5
= figurales o geométricos de polie- 22 3.2 4.2
g dros: proyecciones en perspectiva 33 43
= (opacas y traslucidas), vistas orto-
"'é Registros de represen- gonales (superior, inf.erior, frontal,
o tacion lateral) y representaciones de mo-
% delos estructurales o en varillas.
c Registro discursivo (o de lengua- 33 41 5
je natural) y sus diferentes usos: 4.2
nombrar, describir, definir, explicar. 4.3
Condiciones necesarias y suficien- 41 5
KPM La préactica de definir tes -para constru!r definic_i?n§s 4.2
equivalentes de prismas y pirami- 4.3

des (una primera aproximacion).

Tabla 10.3 Conocimiento didactico asociado a la tarea «/Donde estan los poli-
gonos en los poliedros?».

. Categorias asociadas . e Actividades

Subdominios g L. Indicadores de conocimiento

al subdominio 1 2 3 4 5
o Uso de materiales manipulativos para el 25 31 41 5
o o . .
= aprendizaje de poliedros, como varillas 3.2 4.2
%z) = Recursos didacticos vy plastilina, cuerpos troquelados para 3.8 43
= E (fisicos o digitales) armar, material estructurado, o prismas
E 2 kM7 y pirémides en materiales traslicidos
&9 (plastico) u opacos (madera).
= 3
IS= . L Estrategias de ensefianza para promover 31 41 5
=} Estrategias, técnicas, . . .
= . la observacion de un mismo poliedro des- 3.2 42
g tareas y ejemplos . .

de diferentes lugares o vistas. 4.3
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L. Categorias asociadas . L. Actividades
Subdominios L. Indicadores de conocimiento
al subdominio 1 2 3 a4
Uso de diversas representaciones de un 3.2 41
mismo poliedro en diferentes proyeccio- 4.2
nes, con analisis de sus potencialidades y 4.3
limitaciones para comunicar informacion
geométrica.
. L. Presentacion de variedad de ejemplos (y 3.2 4.1
KMT Estrateg|a_s, tecnicas, ejemplos) de prismas o piramides en 3.7 4.2
tareas y ejemplos distintos registros (figural y discursivo) 43
para ilustrar sus caracteristicas distintivas.
Secuencias graduales de actividades para 3.2 41
abordar el contenido de prismas o pirami- 4.2
des, con enfoque en la definicion o en la 4.3
clasificacion a partir de multiples criterios.
= Imagen conceptual y definicion de un 1.2 31 44
E concepto geométrico. 4.2
= Teorias sobre apren- 43
o
© dizaje Visualizacion en el aprendizaje geométrico. 23 31 441
a 2.4 42
g 4.3
S o . iy .
< Dificultades en la interpretacion de dis- 2.2 3.7 41
a tintas representaciones de poliedros. 2.3 4.2
o 24 4.3
& 2.5
=
g KFLM Dificultades para construir poliedros a 2.2 3.7 41
= partir de una representacion dada, con 2.3 4.2
© diversos materiales manipulativos. 2.4 4.3
- 2.5
Fortalezas y debili-
dades Dificultades para reconocer caracteristi- 3.7 41
cas necesarias y suficientes que definen 4.2
un poliedro, o ciertas clases de estos, 4.3
como prismas o piramides.
Habilidades de visualizacion, composi- 1.2 2.2 4.1
cion y descomposicion de formas geomé- 2.3 4.2
tricas. 2.4 4.3
ldentificacion, en los documentos cu- 3.1 44
Secuenciacién de rriculare.s, dg los propdsitos, el nivel de 3.2 4.2
KMLS temas profundizacion y los grados escolares 3.3 43
en los que se estudian los poliedros, en 3.5
particular, prismas y piramides. 3.6
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Hojas de trabajo
¢Dande estan los poligonos en los poliedros?

SESION 1. Cuerpos geométricos, analisis de una experiencia en el aula

Organizacion: En esta sesion trabajaremos individualmente.
Duracién aproximada: 2 horas.

Una profesora de sequndo de Primaria esta trabajando el tema de figuras y cuerpos
geométricos con sus alumnos de siete afios, en una escuela publica.

ACTIVIDAD 1. En la primera clase, la profesora dialoga con sus alumnos
sobre las relaciones y diferencias entre un cubo y un cuadrado.

Analiza el siguiente extracto de la clase.

Profesora: ;Cual es la diferencia? Si, son diferentes, pero ipor qué se llama cuerpo
geométrico? (Muestra el cubo y lo mueve en diferentes posiciones). Y jpor qué se llama
figura? (Muestra el cuadrado y coloca ambas figuras juntas a la vista de los nifios).

Alumno 3: El cuadrado estd como aplastado y el otro es como cuatro.

Profesora: Exactamente, la figura es plana y el cubo tiene volumen...

Alumno 4: Es como un globo: primero esta aplastado y luego le echan aire y se
hace mas grande.

Profesora: Exactamente (sonrie).

Responde a las siguientes preguntas:

1.1. (Qué conocimiento evidencia la profesora?
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1.2. ;Qué interpretas sobre cada una de las siguientes afirmaciones realizadas
por los alumnos?
a) «El cuadrado esta como aplastado v el otro es como cuatron.

B) «Es como un globo, primero esta aplastado vy luego le echan aire y se hace
mas granden.

ACTIVIDAD 2. En la segunda clase, la profesora propone la siguiente
actividad, tomada de un libro de texto, consistente en construcciones
con palillos. Para ello, lleva palillos del mismo tamaio y plastilina.
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2.1. Si el alumnado debe pedirle a la profesora la cantidad de palillos y de bolitas
de plastilina, completa:

a) Para realizar la construccion 1, necesitan palillos y bolitas
de plastilina.
b) Para realizar la construccion 2, necesitan palillos y bolitas
de plastilina.
¢) Para realizar la construccion 3, necesitan palillos y bolitas
de plastilina.
2.2. jCual de las tres construcciones consideras que implicaria un mayor reto para
el alumnado?

Explica tu respuesta.

2.3. Observa la produccion de una pareja de estudiantes.

¢Cudl de las tres construcciones de la actividad del libro de texto (pagina anterior)
consideras que han reproducido con los palillos y la plastilina?
Explica tu respuesta.

2.4. Observa el proceso de la construccion 3 realizada por un equipo de estudiantes.

Describe, para cada intento, lo realizado por el equipo, las ideas geométri-
cas puestas en juego y las posibles dificultades surgidas durante el proceso de
construccion.
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Intento 1 Intento 2 Intento 3

Descripcion de lo realizado

Posibles ideas geométricas
puestas en juego

Posibles dificultades encon-
tradas

2.5. Tras analizar las posibles dificultades encontradas por este equipo, iconsideras
que las caracteristicas del material (palillos de madera del mismo tamafio y
plastilina) limitaron la realizacion de la construccion? Si No
Explica tu respuesta.

1. Sequid las instrucciones de quien dirige la formacion y organizad equipos de
2-3 integrantes.
2. Marcad cual de los siguientes temas ha sido asignado a vuestro equipo.
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Tematica Posibles énfasis
Prismas Definicion Clasificacion
Piramides Definicion Clasificacion

3. Antes de la siguiente clase, y de acuerdo con la tematica asignada, cada miembro
del equipo debe:

a) Buscar y recopilar documentos que aborden la tematica desde una perspectiva
matematica, didactica o curricular.

b) Revisar los documentos de consulta recopilados para identificar y registrar los
conocimientos matematicos, didacticos y curriculares que requiere el profeso-
rado de sequndo de Primaria para desarrollar dicha tematica.

c) Anotar la referencia y la pagina correspondiente. Este material se utilizara en
la siguiente sesion.

4. Para la siguiente clase, cada equipo debe traer un pliego de papel para rotafolio
(papel bond, papeldgrafo o papel sabana) y tres marcadores (rotuladores o plu-
mones) de punta gruesa de colores distintos (negro, azul y verde).

SESION 2. Cuerpos geométricos, analisis de distintos tipos de conocimientos

Organizacion: En esta sesion se trabaja en los equipos conformados al finalizar la
sesion 1.
Duracion aproximada: 2 horas.

3.1. Comentad los hallazgos del trabajo individual previo (puntos 3b y 3c del cierre
de la sesion anterior) y sistematizad los conocimientos matematicos, didacticos
y curriculares encontrados. Si fuera necesario, consultad nuevamente los docu-
mentos recopilados. Trazad en el papel para rotafolio (papel bond, papeldgrafo
o papel sabana) una tabla como la que se muestra a continuacion, indicando
la referencia y la pagina correspondiente (20 minutos).

Conocimientos matematicos | Conocimientos didacticos Conocimientos curriculares
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3.2. Imaginad que vais a desarrollar una clase de una hora sobre la tematica asignada
(prismas o pirdmides) con el énfasis indicado (definicion o clasificacion). Disefiad
o0 adaptad actividades, problemas o proyectos que podriais desarrollar en ese
tiempo. Anotadlos a continuacion, indicando la secuencia: con qué iniciais, qué
sigue y como finaliza la clase (30 minutos).

Tema:

Proposito de aprendizaje:

Recursos (manipulativos, digitales y no digitales):

Actividades, problemas y descripcion del proyecto:
1.

2.
3.
4,

Para analizar estas primeras ideas de disefio de clase, responded a las siguientes
preguntas (40 minutos).

3.3. /Qué contenidos matematicos pretendéis que aprendan los alumnos de segundo
de Primaria en vuestra clase?
Describid detalladamente estos contenidos, con el maximo nivel de concrecién
matematica.

Justificad como se relacionan con las actividades, problemas o proyecto de la
sesion planificada.

3.4. iQué conocimientos previos requiere un estudiante de sequndo de Prima-
ria para abordar el contenido asignado a vuestro equipo? Esta reflexion debe
contemplar tanto elementos curriculares de cursos anteriores (sin limitarse a
aspectos triviales como el nombre de las figuras) como a temas mas concretos
que deberian haberse tratado en clases anteriores.
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3.5. /Qué otros contenidos matematicos se relacionan directamente con los tra-
tados en la clase planificada, dentro y fuera del bloque curricular (plan y
programas de estudios) correspondiente? Indicad la relaciéon y como se va a

abordar en el aula.

3.6. ¢Qué aprendizajes matematicos del curriculo de vuestro pais se abordaran?

3.7 /Qué dificultades y obstaculos de aprendizaje relativos a los contenidos tratados
podrian surgir en la clase? Fundamentadlos con referencias cientificas.

Dificultades y obstaculos de aprendizaje identificados

No

Indicad si los tuvisteis en cuenta al planificar la clase. Si

Si los considerasteis, ;como se evidencian en vuestra planificacion?

Si no los considerasteis, ;como los abordariais en vuestra clase?
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3.8. ;Qué potencialidades y qué limitaciones identificais en los recursos propuestos
para la ensefianza del contenido en la clase planificada?

Potencialidades

Limitaciones

Justificad la utilidad de dicho recursos indicando como habéis tenido en cuenta
sus caracteristicas para el disefio de la sesion.

CIERRE DE LA SESION. Si habéis terminado las actividades anteriores, podéis
avanzar con las siguientes tareas: de lo contrario, completadlas en casa.

1. Esquematizad en el papel de rotafolio los conocimientos matematicos (marcador
negro), curriculares (marcador azul) y didacticos (marcador verde) identificados
respecto a la tematica asignada, indicando las relaciones, en caso de haberlas.

2. Leed, de manera individual, el informe de investigacion asignado.

3. Para la siguiente sesion, cada equipo debe traer nuevamente los tres marcadores
(rotuladores o plumones) de punta gruesa de colores distintos (negro, azul y ver-
de), asi como cinta adhesiva y notas adhesivas o tarjetas para afadir informacion
en el rotafolio.

SESION 3. Puesta en comtin y reflexiones finales

Organizacion: En esta sesion se realizaran reflexiones en plenaria, por lo es necesario
formar nuevos equipos, que llamaremos colectivos, agrupados por tematica (prismas
o piramides) y énfasis (definicion o clasificacion).

Duracién aproximada: 2 horas.
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4.1. Observad en vuestro colectivo el trabajo de los demas equipos, analizadlo y
comentad lo propuesto por cada uno en los ambitos matematico, didactico y
curricular (10 minutos).

4.2. Seleccionad en vuestro colectivo el esquema mejor estructurado y completadlo
si es necesario. Este material sera utilizado por la persona que elijais para realizar
la puesta en comun (10 minutos).

4.3. Plenaria: 10 minutos por colectivo (40 minutos).

Sequid las indicaciones de quien dirige la formacidn para extraer las conclusiones
de las tres sesiones.
» Analisis conceptual de lo trabajado en las sesiones anteriores:
- 2D-3D: relaciones y diferencias, conexiones y analogias.
- Definir y clasificar en geometria: ;jpara qué? ;como?
» Analisis didactico:
- Reflexiones sobre los diferentes recursos, actividades propuestas y disefios
de las planificaciones.
- Errores y dificultades del alumnado: ¢qué nos indican sobre el proceso de
aprendizaje?
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Formacion continua
Nivel al que se dirige la tarea: Profesorado en formacion de Educacion Secundaria
Duracion aproximada de la aplicacion: 4 horas

Fundamentacion

Entre los diversos topicos de geometria, las transformaciones geométricas
isométricas juegan un papel central, ya que permiten al alumnado explo-
rar y comprender conceptos matematicos abstractos mediante el desarrollo
del pensamiento geométrico, ademds de estimular la imaginacién y la
creatividad para que pueda interpretar el mundo en que vive. Para ello,
es necesario considerar qué y cémo aprende el alumnado (Ribeiro et al.
2021), que toma como punto de partida la realidad a través de la contex-
tualizacioén, para, posteriormente, llegar a una comprensién de conceptos
abstractos (Giménez y Vanegas, 2019).

El Consejo Nacional de Profesores de Matematica (NCTM, 2000, p. 41)
afirma que «los programas de ensenanza desde preescolar hasta el gra-
do 12 deben permitir a todo el alumnado aplicar transformaciones y
utilizar la simetria para analizar situaciones matematicas», ya que son
oportunidades para que puedan comprender otros tépicos y conceptos
matematicos importantes, por ejemplo, funciones, simetria, congruencia,
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angulos, vectores y posiciones relativas entre lineas. Ademads, la ense-
fianza de estos topicos proporciona un contexto en el que el alumnado
puede ver las matematicas como una disciplina interconectada, y ofrece
oportunidades para participar en actividades de razonamiento de orden
superior utilizando representaciones multiples (Hollebrands, 2003).

La rotacién es una de las tres transformaciones geométricas isométricas,
y se considera la mas dificil de comprender tanto para el alumnado (p. ej.,
Kiichemann, 1980) como para el profesorado en formacion (p. ej.,, Gomes,
2012). Algunas dificultades relacionadas con la rotacién consisten en com-
prender que, para realizar esta transformacion, se debe seguir un conjunto
de procedimientos (algoritmo), asi como entender que la figura original y
su imagen son congruentes, es decir, que la rotacion es una isometria (Lima,
1992); identificar el centro de rotacién, especialmente cuando no pertenece
a la figura (Gaspar y Cabrita, 2014; Kiichemann, 1980), y distinguir la ro-
tacion de la traslacion (Abar y Alencar, 2013) o la reflexiéon (Gomes, 2012).
Se observa que estas dificultades estan asociadas a una comprension insu-
ficiente de las diferencias entre cada una de las transformaciones geomé-
tricas y, por lo tanto, la rotacién es un tépico importante para desarrollar
discusiones con enfoque en el conocimiento especializado del profesorado
en formacion, a partir de la tarea formativa propuesta.

En esta tarea asumimos que entender la rotacion implica compren-
derla como una operacion geométrica realizada sobre una figura inicial,
a partir de un centro de rotacién (punto o recta) y una medida de la am-
plitud del angulo de rotacién (con su sentido de rotacién), que permite
obtener una imagen transformada congruente a la inicial. Para ello, es
fundamental comprender la diferencia entre transformaciones geomé-
tricas isométricas y simetria, segtin sus propiedades y procedimientos
especificos (algoritmos asociados). Otras nociones esenciales se refieren
a los elementos constitutivos para realizar e identificar la rotacién y como
se pueden construir figuras a partir de esta transformacion.

Objetivos generales de la tarea
Con esta tarea se busca que el profesorado en formacion:

1. Desarrolle su conocimiento especializado sobre las propiedades, fun-
damentos y definicién de rotacion, asi como sobre las caracteristicas
asociadas a la definicién y procedimientos utilizados para identificar
una rotacion.

2. Amplie su conocimiento interpretativo ampliando su espacio de so-
lucién, al tener que interpretar producciones del alumnado e identi-
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ficar las principales dificultades y errores que suelen cometer en el
ambito de la rotacion.

3. Adquiera conocimiento especializado con respecto a proporcionar
retroalimentacion constructiva sobre las formas de pensar matemati-
camente asociadas a las producciones del alumnado.

4. Profundice en su conocimiento especializado para establecer cone-
xiones entre la rotacion y otras transformaciones geométricas isomé-
tricas y la simetria.

Conocimientos, habilidades o competencias
previas necesarias

Para abordar la tarea, el profesorado en formacién deberia tener cono-
cimientos sobre:

» Los procedimientos para identificar una reflexion y una traslacion
(que sustentan la diferenciacion de la rotacion).

» Amplitud y direccién de un angulo.

» Propiedades transversales a todas las transformaciones geométricas
isométricas, como la congruencia entre figura e imagen y la conser-
vacion de distancias (isometria).

Orientaciones generales para quien dirige la formacion

Es importante considerar qué conocimiento pedagégico se debera viven-
ciar y no «ensenar», de modo que el profesorado en formaciéon pueda
modelizar posteriormente los tipos de experiencias que ha vivenciado.
El foco de la tarea es la discusion y el desarrollo del conocimiento ma-
temadtico especializado. Durante la implementacion y las discusiones,
el profesorado en formacién debe ser confrontado con la necesidad de
proporcionar retroalimentacién al alumnado, incluso a partir de las pro-
ducciones de los propios comparneros de la formacion.

La tarea que aqui se presenta forma parte de un itinerario de tareas
para la formaciéon que comienza con la traslacion y la reflexion; tras la
rotacion se aborda una discusion en torno a la simetria y la composicion
de transformaciones geométricas isométricas. A cada uno de estos tépicos
se asocia una tarea formativa. Este itinerario difiere del enfoque habitual,
ya que lo mds comin es comenzar por la simetria. Sin embargo, el ob-
jetivo es enfatizar la comprensién de los algoritmos involucrados en las
transformaciones geométricas y las generalizaciones asociadas. Posterior-
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mente, se aborda la discusion de que la simetria no es una transformacion
geométrica, sino una propiedad de las figuras, lo cual se vuelve evidente
al no mezclar los procedimientos con el resultado final.

Recursos fisicos o virtuales

» Al menos dos hojas A4 para cada grupo de decentes (grupos de 4).
» Clipsy grapadora.

» Transportador.

» Ordenador y proyector de datos.

» Pizarray tiza/rotulador.

Actividades que conforman la tarea

A continuacién se presentan algunas posibles discusiones centradas en el
desarrollo del conocimiento interpretativo y especializado del profeso-
rado en formacién en el ambito de la rotacion. Estas se desarrollan a lo
largo de la tarea formativa y ofrecen orientaciones didacticas que pueden
servir a quien dirige la formacién para gestionar su implementacion. El
objetivo es facilitar la construccién de una imagen mental sobre como
llevar a cabo la formacion especializada, de modo que se aproxime lo
maximo posible a los objetivos definidos por quienes han conceptuali-
zado esta tarea formativa, tanto en términos metodoldgicos como en lo
relativo a las discusiones matematicas fundamentales.

En general, se propone a quien dirige la formacion trabajar las acti-
vidades 1y 2 (parte preliminar) de forma individual, y las actividades 3
(partel) y 4 (parte II) en pequenos grupos, idealmente de cuatro docentes.

Quien dirige la formaciéon comienza presentando los objetivos gene-
rales de la sesion —es decir, cudl sera el foco prioritario de discusion— y
explica que la tarea consta de tres partes: parte preliminar (actividades 1
y 2), parte I (actividad y 3) y parte II (actividad 4). En este momento no
conviene profundizar en los conceptos involucrados.

Para la implementacion, el profesorado en formacion debe recibir cada
parte de la tarea por separado y todos los registros deben realizarse con bo-
ligrafo. Primero se entrega la parte preliminar (actividades 1y 2) para que
responda individualmente (unos 15 minutos) y se recogen las produccio-
nes. A continuacion, se organiza al profesorado en formacion en grupos de
cuatro participantes y se entrega la parte I (actividad 3), para que resuelvan
la tarea para el alumnado y respondan a las preguntas especificas para el
profesorado en formacién. Se debe indicar que registren solo el consenso
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de las respuestas del grupo (méaximo de 30 minutos). Posteriormente, se
recogen las producciones y se entrega la parte II (actividad 4), para que
puedan discutir, interpretar y atribuir significado a algunas producciones
del alumnado respecto a la resolucién de la tarea de la parte I (30 minutos).

Cabe senalar que todas las producciones del profesorado en formacion
deben ser recogidas por quien dirige la formacién para seleccionar aquellas
que matemadticamente puedan generar discusiones mas fructiferas sobre la
forma de pensar, los registros de representacion o los procedimientos, entre
otros aspectos. Una posible estrategia es fotografiar las producciones del
profesorado en formacion e incluirlas en las diapositivas, para que, durante
la sistematizacién en la fase final, pueda valorar si cambiaria o no sus res-
puestas iniciales. Ademads, es fundamental que quien dirige la formacién
observe las discusiones en los grupos (sin intervenir) para decidir qué gru-
po presenta resoluciones interesantes desde el punto de vista matematico,
segln cada parte y cada pregunta de la tarea. Esta observacion y el proceso
de seleccion deben explicitarse posteriormente en la discusién con el pro-
fesorado en formacion, cuestionando incluso por qué se ha elegido deter-
minada producciéon como primeray no otra. De este modo, el profesorado
en formacién también podra experimentar la dimension pedagogica que
implica seleccionar y ordenar las producciones para la discusion.

Tras completar toda la tarea formativa, se sugiere un breve receso para
que quien dirige la formacién puede leer las respuestas del profesorado en
formacion y decidir dénde iniciar la discusion. Posteriormente, se realiza
la puesta en comun de las respuestas individuales y grupales, siguiendo
la misma secuencia en que fueron propuestas y resueltas.

Para una mejor gestion del tiempo de ejecucion de las tareas, se esta-
blece el siguiente cronograma (ideal):

Tabla 11.1. Cronograma de tareas

Etapa Tiempo (4 h) Organizacion
Presentacion de los objetivos de la formacién 5 minutos
Resolucion parte preliminar (actividades 1-2) 15 minutos Individual
Resolucion parte | (actividad 3) 30 minutos

Grupos de 4 participantes

Resolucion parte Il (actividad 4) 30 minutos
Intervalo 10 minutos
Discusion de la parte preliminar 30 minutos
Discusion de la situacion para el alumno 30 minutos
Discusion de las preguntas para el profesor 30 minutos Plenaria
Discusion de la parte Il 40 minutos
Sistematizacion 20 minutos
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Actividades 1 y 2. Parte preliminar

Descripcion

Esta parte de la tarea debe realizarse de forma individual. Después de resolver toda la
tarea, la discusion comienza con la primera actividad: «1. Imagina que estas en la calle
y alguien te pregunta: “en un contexto matematico, /qué es la rotacion?”. ;Qué respon-
derias? (Recuerda que es una conversacion informal, no una explicacion didactica)».

De las respuestas presentadas por el profesorado en formacion, quien dirige la
formacion debe centrarse en aquellas que no definen la rotacion de forma completa.
Habitualmente, las respuestas se asocian unicamente con la rotacion en el plano,
sin considerar la rotacion en el espacio, y no presentan la rotacion como una trans-
formacién geométrica isométrica en la que la figura y su imagen son congruentes.
Ademas, es frecuente que el profesorado en formacion presente respuestas que
no son validas en el contexto de la rotacion como topico matematico, por ejemplo,
el sentido astrondmico del término. En resumen, debe discutirse si las respuestas
presentadas son completas y matematicamente adecuadas, es decir, si especifican
todos los elementos constitutivos de la rotacion (centro o eje de rotacion y angulo
de rotacion, incluyendo la amplitud vy la direccion) o si Unicamente describen los
procedimientos para realizarla, sin abordar su fenomenologia.

En este punto de la formacion, el objetivo es discutir las respuestas presentadas
por el profesorado en formacion, aunque su validacion debe ocurrir al final, durante la
sistematizacion. Se trata de cuestionar el profesorado en formacion y problematizar
si los términos utilizados son matematicamente adecuados en cuanto al lenguaje (y,
por lo tanto, pueden resaltarse respuestas similares y diferentes). Algunas preguntas
orientadoras son:

» ¢Las respuestas explican qué es la rotacion o son ejemplos de rotacion? ;Utilizan
términos matematicamente correctos?

» ¢Qué elementos son imprescindibles en la rotacion?

» (Cual es la diferencia entre la rotacidn y otras transformaciones geométricas
isométricas?

» En la rotacién squé transformacion se aplica a una figura para obtener su imagen?

Una respuesta adecuada a la actividad 1 implicaria conocimiento sobre la feno-
menologia del topico: la rotacion es una de las tres transformaciones geométricas
isométricas. Consiste en un movimiento rigido que se aplica a una figura respecto
a un punto (centro de rotacion) o un eje, de acuerdo con la amplitud y direccion de
un angulo (angulo de rotacion), cuyo vértice es el punto fijo (0 un punto del eje), y
mediante el cual se obtienen los puntos correspondientes de la imagen. Ademas,
comprender qué es la rotacion implica especificarla como isométrica, ya que todos
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los puntos originales y sus correspondientes imagenes estan a la misma distancia
del centro de rotacion, alrededor del cual se realiza la transformacion.

Después se plantea la actividad 2: «El profesor Mario tiene la intencion de discu-
tir la definicion matematica de rotacion con sus alumnos de séptimo grado (12-13
anos). Ha encontrado algunas definiciones y las presenta en una formacion del
ClEspMat, pues necesita ayuda para saber cuales son mas apropiada para discutir
con su alumnado. Ayuda al profesor Mario a elegir las definiciones mas adecuadas
de entre las que se presentan a continuacion y justifica por qué son o no definiciones
validas. Si requieren cambios, indica cuales serian necesarios para que constituyan
definiciones correctas de rotacion.

Tabla 11.2. Definiciones de rotacion encontradas por el profesor Mario.

1. La rotacion es la composicion de dos reflexiones de ejes concurrentes.

2. En una rotacion, cada figura gira con respecto a un punto llamado centro de rotacion. La figura
original y la rotada tienen las mismas medidas, y sus elementos estan a la misma distancia del centro
de rotacion.

3. La simetria rotacional se produce cuando una figura plana gira alrededor de un punto, segtin un angulo
(con una medida de apertura entre 0° y 360°), en una determinada direccién (en sentido horario o antiho-
rario). Asi se obtiene siempre una figura plana que mantiene la misma formay tamario que la figura original.

4. Sea O un punto tomado en el plano []y sea a = AOB un angulo de vértice 0. La rotacion del angulo a
alrededor del punto O es la funcion p,,: [] = [] definida de la siguiente manera: p,,(0) = O, para cada
punto, X£0 en [], po.(X) = X' es el punto del plano [] tal que

d(X,0) = d(X'0),X0X'= a

y el «sentido de rotacion» de A a B es el mismo que el de X a X'.

Quien dirige la formacion debe tener en cuenta que las definiciones presentadas
incluyen pseudodefiniciones procedentes de libros de texto (en este caso, de Brasil:
definiciones 2 y 3 de la tabla 11.2), y cabe esperar que el profesorado en formacion
elija precisamente estas como respuesta. Ademas, conviene introducir la idea de que
no existe una Unica forma de definir un topico, pero es crucial que la definicion sea
matematicamente correcta y, en este caso, también comprensible para el alumnado
de séptimo grado. Algunas preguntas orientadoras son:

;Qué caracteriza una definicion matematica?

¢Qué debe contener una definicion matematica?

¢Como diferenciar una definicion de una pseudodefinicion?

¢Donde encontramos definiciones «verdaderas»: en los libros didacticos, en los
libros de matematicas?

v v v Vv

Estas preguntas deben conducir a la discusion de que, en general, los libros de
texto actuales no presentan definiciones matematicas; habitualmente presentan
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pseudodefiniciones, mezclan procedimientos con la definicion o incluso ofrecen
definiciones incompletas o meros ejemplos del concepto. Asumimos que una defi-
nicion matematica es un conjunto minimo de propiedades que permite identificar
de manera Unica la entidad matematica. Por lo tanto, las definiciones 2 y 3 (tabla
11.2) no cumplen este criterio.

Quien dirige la formacion debe analizar junto al profesorado en formacion cada
una de las definiciones y pseudodefiniciones, preguntando por qué cada una de
las presentadas es o no una definicion de rotacion. Ademas, debe examinarse qué
elementos faltan en aquellas que no constituyen una definicién formal:

La definicion 1 no es valida, ya que describe un procedimiento para obtener Ia
rotacion mediante la composicion de otra transformacion geométrica isométrica,
pero no cumple el criterio de propiedades minimas del topico.

En la definicion 2 se utiliza el propio tépico para definirlo, se explica también
codmo se realiza la rotacion y solo se presenta uno de sus elementos constitutivos
(el centro de rotacion). Aunque destaca que es una isometria, no presenta las pro-
piedades minimas del concepto.

En la definicion 3 se confunde erréneamente la rotacion con la simetria rota-
cional, lo que genera un malentendido entre la operacion y su resultado. Ademas,
se limita la rotacion de las figuras a una Unica rotacion, o sea, a una amplitud de
angulo de rotacién que no exceda los 360°, aunque se indica que es una isometria,
tampoco se presentan las propiedades minimas necesarias que permitan identificar
la rotacion de manera univoca.

En la definicion 4 constituye una posible definicion matematica, pero no utiliza
un lenguaje comprensible para el alumnado de séptimo grado, ya que, por ejemplo,
aun no sabe formalmente qué es una funcion.

Para que el alumnado la comprenda, esta definicion 4 puede reformularse
de la siguiente manera: «Sea O un punto del plano llamado centro de rotacidn y
sea AOB un angulo. La rotacion de amplitud AOB alrededor del punto O es una
operacién que transforma el punto X en el punto X', segtin la amplitud de AOB
y una direccion determinada, de modo que la distancia entre O y X es la misma
que entre O y X'.

Cabe sealar que esta es la definicion de rotacion en el plano (2D), pero también
es posible realizar una rotacion en el espacio (3D) respecto a un punto y una linea
recta (eje). A lo largo de la formacion y durante la sistematizacion, esta definicion
debe elaborarse junto con el profesorado en formacion, que discutira si mantendria
0 cambiaria las respuestas dadas y por qué.

Objetivos especificos
El punto de partida siempre es acceder al conocimiento previo del profesorado en

formacion para poder desarrollarlo posteriormente. Por ello, el profesorado en for-
macion resuelve primero la tarea completa y solo después se discute.
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» Saber qué entiende el profesorado en formacién sobre la fenomenologia de la
rotacion (actividad 1) para que revele su conocimiento matematico, sin centrarse
en ensefar como se realiza la rotacion ni en dar ejemplos.

» Acceder al conocimiento del profesorado en formacion sobre la definicion ma-
tematica de rotacion (actividad 2).

» Desarrollar la comprension de qué es la rotacion a partir del consenso alcanzado
en las discusiones de sistematizacion.

» Conocer qué caracteriza una definicion matematica, asi como las adaptaciones
necesarias para que sea matematicamente valida y comprensible para el alum-
nado, segun los diferentes niveles educativos, sin perder el rigor matematico.

Orientaciones didacticas

Se propone una duracion de 20 minutos para la resolucién individual y 30 minutos
para la discusion grupal de las respuestas presentadas por el profesorado en for-
macion (4 personas por grupo). Se sugiere distribuir las actividades 1y 2 en hojas
separadas, porque, cuando se pregunta al profesorado en formacion «cual es el to-
picon, habitualmente considera que la pregunta esta relacionada con la definicion y
puede «copiar» una de las definiciones presentadas en la actividad 2. Debe tenerse en
cuenta que, al preguntar «cual es el tépicon, el objetivo es discutir la fenomenologia
de la rotacion, no su definicion.

Actividad 3. Parte |

Descripcion

Quien dirige la formacion debe iniciar la discusion con las respuestas del profesorado
en formacion a la tarea para el alumnado (situada en el recuadro), ya que la primera
pregunta de la tarea profesional es «Resuelve la tarea por ti mismo (sin pensar en
un contexto de ensefianza)», que debe resolverse en grupo.

Se pregunta al profesorado en formacién como resolvié la tarea del alumnado y
se comparan las respuestas entre grupos. La eleccion de qué grupo comparte primero
su respuesta no debe ser aleatoria. Se sugiere empezar con alguna idea erronea sobre
el tépico o alguna respuesta incorrecta, y continuar con los grupos que presentaron
respuestas variadas. Lo habitual es que haya respuestas matematicamente inadecua-
das, ya que la tarea se ha disefiado teniendo en cuenta las principales dificultades,
que suelen ser las mismas para el alumnado y para el profesorado en formacion.

Respecto a la tarea para el alumnado, la pregunta «a) Anota lo que te llamo la
atencion al mirar la carta de cada situacién» pretende movilizar el conocimiento del
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profesorado en formacion sobre la rotacion. Se espera que no confunda las trans-
formaciones geométricas isométricas, que sea capaz de visualizar e identificar que
el movimiento realizado es una rotacion en ambas situaciones y que se centre en lo
comun y lo distinto entre ellas (aspectos matematicos y no matematicos). Hay que
tener en cuenta que en esta tarea no es necesario realizar los procedimientos para
rotar una figura (aunque debe conocerlos), sino reconocer que la imagen se obtuvo
mediante rotacion.

Quien dirige la formacion siempre debe tomar las respuestas de cada grupo
como punto de partida. Sin embargo, algunas cuestiones pueden resultar proble-
maticas, como discutir qué matematicas observa el profesorado en formacion en
ambas situaciones. Ademas, cuando se centre en la situacion 1, conviene plantear
preguntas como:

» ¢Es posible dividir la carta por la mitad para que ambas partes sean idénticas?
» Yen lasituacion 2, ;qué representa la «carta» de abajo y por qué es transparente
en relacion con la «cartar de arriba? ;Tenemos en esta situacion una o dos cartas?

Respecto a las preguntas «b) En la situacion 1, identifica el movimiento realizado
para construir la carta completa a partir de una de sus partes. Justificalo» y «c) En
la situacion 2: i) ;Puedes identificar el movimiento realizado para obtener la carta
en la nueva posicion? En caso afirmativo, describelo. Si no, justificalon, la discusion
debe centrarse en el conocimiento del profesorado en formacion en relacion con los
procedimientos empleados para obtener la imagen mediante rotacion, y en diferenciar
dichos procedimientos de otras transformaciones geométricas isométricas.

En la pregunta b), para desarrollar el conocimiento sobre los procedimientos
empleados en la rotacion, conviene preguntar como identificaron que las figuras
son resultado de rotaciones. Cabe sefialar que, si alguno de los grupos no identifica
en la situacion 1 que el movimiento es una rotacion, sino que considera posible
obtener la carta mediante dos reflexiones (pues una rotacion puede entenderse
como el resultado de dos reflexiones con ejes no paralelos) y una traslacion para
«completar» la otra mitad de la carta, quien dirige la formacion debe preguntar si
existe otra estrategia para obtener la carta completa a partir de una de sus mitades
que minimice los movimientos. Esta discusion debe hacerse explicita en caso de que
ningun grupo la aborde para poder establecer posteriormente una conexion con la
composicion de transformaciones geométricas, que forma parte del itinerario de
tareas formativas propuestas.

Conviene preguntar sobre la amplitud y el sentido del angulo de rotacion en la
situacion 1, cuya amplitud es de 180° y cuyo sentido es indiferente, ya que puede
ser horario (negativo) o antihorario (positivo). Ademas, quien dirige la formacién
puede mostrar que, al realizar una rotacion de 180° sobre una figura, el resultado
coincide con el de una reflexion central (respecto de un punto). Sin embargo, los
procedimientos utilizados en cada transformacion son diferentes: aunque se obtiene
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el mismo resultado final, los algoritmos son distintos —de modo analogo a lo que
ocurre con 6 -2 =4y 8 :2 =4, que dan el mismo resultado, pero implican proce-
dimientos distintos—.

Respecto a las preguntas c)-i), a partir de las respuestas del profesorado en
formacion, quien dirige la formacion debe analizar si emplean términos matema-
ticamente apropiados, ya que es posible que usen «desplazamiento» para referirse
a la rotacion. Este término también puede emplearse para referirse a la traslacion
(Ia figura se desplaza respecto de un vector), por lo que es necesario precisar que,
en la rotacion, la figura se desplaza respecto de un centro y un angulo orien-
tado. Por lo tanto, deben considerarse la amplitud y la direccion del angulo de
rotacion.

Otra cuestion que debe abordarse es la estimacion de la amplitud del angulo, que
resulta importante porque implica visualizacion. Mediante esta tarea para el alumna-
do es posible repasar como se mide la amplitud de un angulo con el transportador,
y también discutir donde podria ubicarse la imagen si solo se considera la amplitud
del angulo, ya que en la rotacion es necesario especificar la direccion.

La discusion de la pregunta c)-ii) se centra en los procedimientos para realizar
una rotacion sin tener que ejecutarla realmente, pues ya se tiene el resultado en
la tarea. La idea central es generalizar los procedimientos para cualquier rotacion.
Ademas, quien dirige la formacion debe discutir la medicion de la amplitud del
angulo en la situacion 2 y cuestionar si basta con expresar un valor aproximado,
lo que brinda la oportunidad de discutir la necesidad de usar el transportador para
ser preciso en los procedimientos empleados. De hecho, para trabajar la nocion
intuitiva de rotacion, el valor aproximado es una estrategia inicial; sin embargo,
cuando se realiza la rotacion, la precision de la amplitud del angulo es un factor
que considerar, ya que, con solo variar el angulo, se obtiene una imagen situada
en una ubicacion diferente.

Asi, la discusion debe centrarse en desarrollar el conocimiento del profesorado
en formacion respecto de los procedimientos utilizados para realizar la rotacion de
una figura, incluso cuando el resultado ya esté definido. Esto permite comprender
que dichos procedimientos pueden conceptualizarse como secuencias algoritmicas:

Paso 1: elegir un punto P que pertenezca a la figura para comenzar y trazar un
segmento que parta del centro de rotacion O y pase por el punto P.

Paso 2: colocar el centro del transportador en O, de modo que la linea base del
transportador coincida con el segmento OP.

Paso 3: medir el angulo a dado, que indica la amplitud de la rotacién, consi-
derando el sentido (horario o antihorario), y marcar un punto X que indique la
gradacion del angulo a, segun el valor expresado en el extremo del transportador.
Paso 4: unir el centro O con el punto X dibujando un segmento que parta de O.
Paso 5: trasladar la medida de longitud de [OP] a [OX], con una regla o compas,
y marcar un punto P' en [0X], de modo que [OP] = [OP'].
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Paso 6: repetir los pasos del 1 al 5 para obtener algunos puntos de la figura (por
ejemplo, en el caso de un poligono, los vértices).

Paso 7: unir los puntos transformados para completar la figura, seguin el orden
en que se rotaron, y obtener asi una imagen congruente con la figura inicial.

Antes de presentar estos pasos, quien dirige la formacion debe preguntar al
profesorado en formacion sobre los procedimientos para realizar la rotacion vy re-
gistrarlos en la pizarra, para luego comparar las respuestas proporcionadas con los
pasos presentados.

Para concluir la discusion de las preguntas b) y ¢)-i) y ii), conviene formular otras
preguntas, como: «.En qué se diferencia la rotacion de la figura en la situacion 1de la
rotacion en la situacion 27». El objetivo es que el profesorado en formacion advierta
que lo que varia no es la transformacion, sino el centro de rotacion, la amplitud del
angulo y el sentido; es decir, cambian sus fundamentos.

Respecto a la pregunta d), la discusion debe centrarse en la importancia de
identificar el centro de rotacion como el tnico punto fijo en esta transformacion (a
excepcion de la rotacion de identidad). Algunas preguntas que debe formular quien
dirige la formacion sobre este topico son:

¢Cual es el rol del centro de rotacion en esta transformacion?

¢Es posible realizar la rotacion sin conocer o identificar el centro de rotacion?
¢El centro de rotacidn es siempre un unico punto?

¢Esta siempre fijo el centro de rotacion?

¢El centro de rotacion siempre pertenece a la figura?

¢Solo es posible rotar desde un punto?

¢Existe algun otro elemento imprescindible para realizar la rotacion?

vV v vV vV vV v Vv

Las dos primeras preguntas tienen como objetivo discutir la necesidad de dispo-
ner de un punto (o eje) de rotacion para ejecutar la transformacion. En cuanto a la
tercera, se espera que el profesorado en formacion comprenda que en toda rotacion
existe un unico punto, que corresponde al vértice del angulo de rotacion. Por lo tanto,
este punto permanece invariante durante la transformacion (aspecto que se aborda
en la cuarta pregunta). En la quinta pregunta se da la circunstancia de que el centro
de rotacion pertenece a la figura en ambas situaciones; sin embargo, es importante
sefialar que esto no siempre sucede. Se ha optado por que el centro pertenezca a la
figura porque el alumnado suele tener mayor dificultad para identificarlo cuando no
pertenece a la figura (Gomes, 2012; Kiichemann, 1980). La sexta pregunta pretende
plantear que la rotacion se puede realizar en el espacio si se considera que el centro
de rotacion es un punto o una linea recta (eje de rotacion).

Con estas preguntas se busca que el profesorado en formacién concluya que,
para realizar la rotacion en el plano, son necesarios el centro de rotacion (prequnta
séptima), la figura y el angulo (direccion y amplitud) de rotacion.
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Tras discutir toda la tarea para el alumnado y las respuestas que el profesorado en
formacion proporciona, quien dirige la formacion debe abordar las demas cuestiones,
relativas a la practica profesional especifica de la ensefianza de las matematicas.

El proposito de la pregunta 3.1 es que el profesorado en formacion anticipe las
dificultades del alumnado para, posteriormente, identificar y comprender mejor los
errores presentes en las producciones de la parte . Ante las dificultades enume-
radas por el profesorado en formacion, quien dirige la formacion debe plantear las
siguientes cuestiones:

» ¢Qué podemos hacer para ayudar al alumnado a superar estas dificultades sin
darle la respuesta?

» ¢Qué preguntas pueden plantearse para ayudarlo a diferenciar la rotacion de
otras transformaciones geométricas isométricas?

» ¢Existe alguin recurso que pueda emplearse para que el alumnado visualice que
en la tarea (situacion 1) no es posible obtener la otra mitad de la figura con una
sola reflexion axial? (Esta es una dificultad frecuente: no diferenciar las trans-
formaciones geométricas isométricas entre si).

Quien dirige la formacion debe sefialar que el «mira»® (también conocido como
espejo magico, véase la figura 11.1) es un recurso que puede emplearse para ayudar
al alumnado a visualizar el reflejo de la figura (Ribeiro et al, 2021) y advertir que lo
que aparece en la situacion 1 no se obtuvo por reflexion axial. Liegados a este punto,
conviene mostrarselo al profesorado en formacion, ya que posiblemente muchos lo
desconozcan, asi como sus potencialidades y limitaciones.

Figura 11.1. Ejemplos del uso del «miran.

3. El«mira» es un recurso compuesto por una placa de acrilico o vidrio que permite realizar
o visualizar copias reflejadas de dibujos o imdgenes.
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Ademas, quien dirige la formacion debe discutir con el profesorado en formacién
la importancia de generalizar algunas ideas asociadas a la rotacion, como, por ejem-
plo, la congruencia entre figura e imagen y los fundamentos para superar algunas de
las posibles dificultades del alumnado al responder a esta tarea. Para ello, algunas
preguntas orientadoras son:

» ¢Qué preguntas habria que hacer al alumnado para que comprenda la congruen-
cia entre figura e imagen en ambas situaciones? (Por ejemplo: ;qué se mantiene
y qué cambia entre una mitad de la carta y la otra en la situacion 17 ;Qué se
mantiene y qué cambia en la situacion 2?).

» (Qué elementos constituyen la rotacidn en ambas situaciones, es decir, qué se
necesita siempre para realizarla?

El foco de esta discusion es destacar que, en ambas situaciones, se realizd una
rotacion a partir de un centro de rotacion: en la situacion 1 se sitta en el centro de
la carta, y en la situacion 2, en la esquina inferior izquierda (vértice del rectangulo).
Identificar el centro de rotacion suele ser una de las principales dificultades del
alumnado al trabajar con rotaciones, junto con determinar la amplitud y el sentido
del angulo de rotacion. Ante esto, algunas preguntas orientadoras son:

¢Como podemos revisar (o introducir) el concepto de angulo con el alumnado?
¢Es importante el uso del transportador en esta tarea?

¢El'dngulo es siempre fijo en la rotacién?

¢Qué significa el sentido de un angulo en el contexto de una rotacién?

v v v Vv

Las discusiones sobre esta tarea ofrecen la oportunidad de revisar (o introducir)
el concepto de angulo y de como determinar su amplitud con el transportador,
asi como su direccion, a partir de las dos situaciones presentes. Segun el nivel de
comprension del alumnado, puede considerarse la opcion pedagogica de discutir,
0 no, la precision o el valor estimado de la amplitud del angulo de rotacion. Si se
desea abordar el tema con precision, sera necesario el transportador, por lo que
habra que analizar su uso.

Quien dirige la formacion también debe preguntar al profesorado en formacion si
considera que el alumnado tendra dificultades para identificar los elementos cons-
titutivos de cualquier rotacion (si el profesorado en formacion no lo ha mencionado
como dificultad). Algunas preguntas orientadoras son:

» ¢Le resultara facil al alumnado identificar los elementos constitutivos de cualquier
rotacion?

» En esta tarea, ¢tendra dificultades el alumnado para localizar el centro de
rotacion?

» ¢En cual de las situaciones es mas dificil localizar el centro de rotacion y por qué?
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Cabe destacar que las investigaciones muestran que el alumnado tiene mas
dificultad para realizar la rotacion cuando el centro no pertenece a la figura. Como
esta tarea es una introduccion al topico, se ha decidido no considerar este aspecto.

Respecto a la pregunta 3.2 para el profesorado en formacion, el objetivo es dis-
cutir qué necesita conocer el alumnado (qué y como debe conocerlo) para realizar
la tarea, con el fin de establecer conexiones con otros topicos. La discusion siempre
debe partir de las respuestas presentadas por el profesorado en formacion, pero
quien dirige la formacion debe plantear las siguientes cuestiones:

» ¢Qué deberia hacer el profesorado en formacién si el alumnado no conoce el
concepto de angulo?

» Siel alumnado no sabe usar el transportador, ;qué implicaciones tendra para el
logro del objetivo de aprendizaje matematico de la tarea?

Segun el actual documento curricular brasilefio, la Base Nacional Comun Curricu-
lar (BNCC) (BRASIL, 2018), se espera que la introduccion de los angulos se produzca
a partir de cuarto de Primaria (alumnado de 9-10 afos). Se debe abordar la nocién
intuitiva «qué es un angulo» utilizando ejemplos de situaciones cotidianas, como
«angulo de apertura de una puerta» o qué significa «golpear la pelota en angulon.
Estos ejemplos pueden representarse de forma pictorica, por ejemplo, mostrando
los postes de una porteria como semirrectas que forman angulos (de hecho, en una
porteria pueden identificarse cuatro angulos rectos).

Ahora bien, aunque el alumnado no sepa utilizar el transportador, intuitivamente
ya conoce el concepto de angulo, asociado a la nocion de abrir semirrectas o girar
una figura. El profesorado en formacion debe retomar o introducir la definicion de
angulo y como se mide su amplitud; por tanto, debe conocer al menos una definicién:
«Se llama angulo al encuentro de dos rayos del mismo origen, no contenidos en la
misma recta (no colineales)» (Dolce y Pompeo, 1993). El origen de estos rayos se llama
veértice del angulo y cada uno de ellos es uno de los lados del angulo.

Mas que conocer la definicion de angulo, el alumnado necesita saber determinar
su amplitud; de manera intuitiva, puede incluso darse cuenta de que una amplitud
de 180° equivale a media vuelta.

Objetivos especificos

» Conocer lo que sabe el profesorado en formacidn sobre la rotacion desde la
perspectiva del alumnado de 12-13 afios, antes de las discusiones formativas, y
desarrollar ese conocimiento.

» Movilizar el conocimiento del profesorado en formacion sobre la rotacién para
que pueda profundizar en el concepto y diferenciarlo de la reflexion.

» Explorary ampliar el conocimiento del profesorado en formacion sobre los pro-
cedimientos para obtener la imagen de una figura mediante rotacion.
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» Indagar en el conocimiento del profesorado en formacion sobre los elementos
constitutivos de la rotacion (figura, punto o eje de rotacion, amplitud y direccion
del dngulo de rotacion, e imagen), y profundizar en él.

Orientaciones didacticas

Es probable que el profesorado en formacion encuentre algunas dificultades al re-
solver la tarea destinada al alumnado, ya que esta se ha disefiado a partir de las
principales dificultades que enfrenta el alumnado, las cuales, en muchos casos,
coinciden con las del profesorado en formacion. Esta tarea debe implementarse
después de que el alumnado haya desarrollado sus conocimientos sobre traslacion y
reflexion, de acuerdo con el itinerario previsto para el estudio de las transformaciones
geométricas y la simetria.

Se propone una duracion de 30 minutos para la resolucion en grupos y 60 mi-
nutos para la discusion en gran grupo.

Actividad 4. Parte Il

Descripcion y rol de quien dirige la formacion

Al pedir que el profesorado en formacion responda a la primera pregunta (a) de esta
parte Il, quien dirige la formacion pretende que indique las producciones correctas
e incorrectas y las razones matematicas que respaldan los errores, para centrar asi
la atencion en desarrollar el conocimiento interpretativo.

La respuesta de Simone a la prequnta (c) de la tarea para el alumnado se ha
incluido por ser matematicamente incompleta, dado que expresa la rotacion solo
como un desplazamiento (en (i) y considera erroneamente el movimiento como dos
traslaciones (pregunta (ii). En su produccion relacionada con la pregunta (d), Simone
no identifica que se haya realizado un movimiento para obtener la carta completa
a partir de una de sus mitades. Esta respuesta busca propiciar la discusion sobre la
dificultad de visualizar la rotacion ya realizada y la falta de comprension de que las
transformaciones geométricas implican movimiento.

La produccién de Camila para la pregunta (c) se ha incluido porque refleja una
comprension de la rotacion como giro (término que designa el angulo cuya ampli-
tud es de 360°), pero no especifica la amplitud ni la direccion del angulo. También
describe el procedimiento de como se realiza la rotacion, aunque de forma poco
precisa, sin incluir todos los elementos fundamentales. La produccion de Camila a
la pregunta (d) permite discutir la dificultad —y el error asociado— de identificar el
centro de rotacion como el unico punto que permanece fijo al realizar la rotacion
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(en la situacion 1 pertenece a la figura), a pesar de identificarlo correctamente en la
situacion 2, donde se corresponde con uno de los vértices de la figura.

Estas producciones se han incluido para analizar los errores identificados y el co-
nocimiento que implican —estrategias, procedimientos, propiedades y fundamentos de
la rotacion—, con el fin de atribuir significado a las formas en que el alumnado piensa
matematicamente. Se busca fomentar el habito de una practica interpretativa centrada
en comprender las razones matematicas que originan los errores, asi como las estrate-
gias y procedimientos utilizados para resolver la tarea, o que implica repensar la propia
formalizacion matematica. De este modo, la produccion del alumnado se convierte en
objeto de investigacion e interpretacion desde una perspectiva hermenéutica.

Si el profesorado en formacion considera correcta la produccion de Simone para
la pregunta (c)-(i), esto evidencia que no domina los elementos fundamentales de la
rotacion, ya que es imprescindible especificarla en relacion con un centro y un angulo
de rotacion. En ese caso, quien dirige la formacion debe plantear preguntas como:
«¢La rotacién es cualquier desplazamiento en el plano?». También debe cuestionar si
la traslacion no es también un desplazamiento y qué diferencia a estos movimien-
tos, analizando sus elementos constitutivos y procedimientos. Si el profesorado en
formacion considera incorrecta tnicamente la produccion (c)-(ii) sin indicar por
qué, significa que no comprende el error de Simone al interpretar el movimiento
como dos traslaciones. Para desarrollar el conocimiento necesario, quien dirige la
formacion debe preguntar por qué se considerd incorrecta la respuesta, e insistir
en que no basta con reconocer el error: como docente, es fundamental comprender
las razones matematicas que lo sustentan —en este caso, la falta de diferenciacion
entre las transformaciones geométricas—.

Respecto a la produccion de Simone para la pregunta (d), es incorrecto afirmar
que todos los puntos permanecen fijos en una rotacion, ya que solo el centro de
rotacion es fijo; por ejemplo, en la situacion 1, el centro de rotacién corresponde al
punto central de la carta. Quien dirige la formacion debe cuestionar por qué esta
respuesta es incorrecta y cual es el error cometido por la alumna, y plantear si existe
alguin caso en el que todos los puntos sean fijos durante una rotacion. Es importante
discutir que, aunque en una rotacion de 360°, los puntos parecen no moverse, en
realidad cada punto coincide con su imagen tras la rotacion, pero el Unico punto
verdaderamente fijo es el centro de rotacién. Ademas, conviene plantear si existe
alguna otra situacion en la que, aparte del centro, otros puntos permanezcan fijos, lo
que permite introducir la discusion sobre la rotacion identidad, en la que la amplitud
del angulo de rotacion es 0° y todos los puntos permanecen en su lugar.

Si el profesorado en formacion considera correcta la produccion de Camila, que
describe el movimiento de rotacién como un giro pero sin especificar los elementos
fundamentales, conviene preguntarle:

» ¢Es suficiente definir la rotacién como un giro?
» (Qué es un giro?
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» (Puede ser «cualquier» giro?
» (Qué diferencia un giro de otro?

El objetivo es que el profesorado en formacion entienda que es necesario es-
pecificar el centro y el angulo de rotacion, y que no se puede asociar rotacion con
giro, porque este es el nombre de un angulo especifico de 360°. Ademas, si el pro-
fesorado en formacion considera correcta la pregunta (c)-(ii), revelara que concede
importancia a la direccion de la rotacion ni al centro de rotacion. Este aspecto es
fundamental porque, dependiendo de la direccion, la imagen se ubica en uno u otro
lugar del plano. En la situacion 2 es necesario especificar qué «esquinan (vértice) de
la figura se considero para realizar la rotacion.

Quien dirige la formacion debe presentar algunos ejemplos (como en la figu-
ra 11.2) y plantear las siguientes cuestiones:

» ¢Se puede realizar el movimiento desde cualquier esquina de la carta?
» Al cambiar el sentido, /se obtiene el mismo resultado que en la situacion 27

Figura 11.2. Ejemplos de rotacion en la situacion 2 de la tarea para el alumno, con
distintos centros y sentidos.

Ademas, es posible que el profesorado en formacion sefiale como incorrecta la
parte de la produccion de Camila en la que afirma que en la situacion 1 no hay puntos
fijos. Es fundamental que especifique el motivo de este error, es decir, el hecho de
no reconocer que el centro de rotacion es el Unico punto fijo.

La discusion sobre la pregunta 4.2 de esta parte de la tarea tiene como ob-
jetivo situar al profesorado en formacion en el contexto de su practica interpre-
tativa e invitarlo a proponer una retroalimentacion constructiva, lo que implica
interpretar la produccion del alumnado mas alla de lo correcto y lo incorrecto.
Supone considerar qué y como conoce el topico y, a partir de ello, proponer
orientaciones claras y concretas que lo ayuden a desarrollar su comprension
matematica.
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Aunque se pide al profesorado en formacion que proponga retroalimentacion
constructiva, es habitual que proponga retroalimentacion de tipo evaluativo (solo
indica el error en la produccion del alumno) o de tipo instructivo (indica el error y
explica como proceder para responder correctamente). Tomando como punto de
partida para las discusiones la retroalimentacion propuesta por cada grupo, quien
dirige la formacion debe discutirla y preguntar:

¢Es suficiente evaluar las producciones como correctas o incorrectas?

» ¢Como se puede proponer una retroalimentacion que contribuya al desarrollo del
conocimiento del alumnado sin ensefiarle como hacerlo o «darle la respuesta»?

» ¢Es posible ofrecer alguna orientacion que ayude al alumnado a revisar su pro-
duccion, las estrategias y los procedimientos utilizados?

» ¢Qué preguntas habria que hacer al alumnado para ayudarlo a desarrollar su
conocimiento matematico?

Estos son algunos ejemplos de preguntas que quien dirige la formacion puede
(y debe) hacer para que el profesorado en formacion reflexione sobre retroalimen-
tacion que propuso y pueda, mediante las discusiones subsiguientes, desarrollar
su conocimiento de modo que le permita modificar el tipo y el contenido de la
retroalimentacion. Ademas, si ninguna de las propuestas se considera constructiva,
quien dirige la formacion, junto con el profesorado en formacion, debe elaborar una
retroalimentacion constructiva; para ello, es esencial haber preparado previamente
un conjunto de posibilidades.

Objetivos especificos

» Desarrollar el conocimiento del profesorado en formacion asociado a interpretar
y atribuir significado a las formas de pensar y proceder del alumnado expresadas
en sus producciones.

» Proponer retroalimentacion sobre las producciones del alumnado y desarrollar
el conocimiento especializado requerido.

» Desarrollar el conocimiento interpretativo del profesorado en formacion.

Orientaciones didacticas

Una vez completada la parte Il, quien dirige la formacion asume un papel mas activo:
formula preguntas al profesorado en formacion para validar (o no) el conocimiento
matematico revelado en las producciones presentadas y discute la retroalimentacion
propuesta por cada grupo. Si esta es meramente evaluativa, cdebe cuestionar al pro-
fesorado en formacion para que reflexione y proponga retroalimentacion constructiva.

Esta parte Il de la tarea, que contiene producciones de alumnado, tiene como
objetivo dirigir la atencion del profesorado en formacion hacia las dificultades mas
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comunes que se presentan en relacion con la rotacion y, en consecuencia, los errores
matematicos cometidos. Cada produccion se ha elegido por su potencial para la
discusion matematica, tanto de manera individual como global, ya que permiten
abordar las principales dificultades y errores del alumnado en la comprension de la
rotacion. La prequnta 4.2 se puede ampliar solicitando al profesorado en formacion
que también proponga comentarios constructivos sobre las producciones de la otra
alumna. En las discusiones propuestas, se solicita retroalimentacion constructiva
solo sobre las producciones de una alumna, dado que revelan un menor dominio
del topico de la rotacion. Sin embargo, es importante discutir todas las produc-
ciones, ya que cada una se asocia a un conjunto de dificultades concretas y se
complementan entre si.

Se propone emplear 30 minutos para resolver la tarea en grupos y 40 minutos
para la puesta en comun y discusion de las respuestas.

Actividad 5. Sistematizacion

Descripcion y rol de quien dirige la formacion

Al final de la formacion, quien dirige la formacion debe revisar las respuestas del
profesorado en formacion a las prequntas de la parte preliminar (actividades 1y 2)
y plantear preguntas como, por ejemplo:

Tras las discusiones, /mantienes o cambias tus respuestas?

Justifica por qué las cambias o las mantienes.

Entonces, iqué es la rotacion?

¢Consideras que tus respuestas a la actividad 1 son matematicamente adecuadas?
Y con respecto a la actividad 2, jelegiste una definicion matematicamente valida
de rotacion?

» ¢(Cambiarias ahora la definicion elegida? ;Por qué?

v v v v Vv

La discusion debe orientarse a validar las respuestas, con énfasis en el caracter
incompleto de algunas de ellas y en la importancia de utilizar siempre una nomencla-
tura matematicamente precisa para que se entienda correctamente qué es la rotacion
(pregunta primera). En este sentido, la rotacion es una transformacion geométrica
isométrica que consiste en mover una figura alrededor de un punto fijo, llamado
centro de rotacion, o de una linea recta. Este movimiento rigido (desplazamiento
angular) se realiza segun la amplitud y direccion de un angulo, llamado angulo de
rotacion. La rotacion es isométrica porque conserva las medidas de la figura original,
es decir, mantiene las distancias y amplitud de los angulos, de modo que todos los
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puntos (originales) y sus correspondientes imagenes estan a la misma distancia del
centro de rotacion, alrededor del cual se efectua la transformacion.

Respecto a la definicion de rotacion (segunda pregunta), debe quedar claro que
las opciones 1, 2 y 3 no son definiciones, y que la 4, a pesar de serlo, necesita
adaptarse a lo que el alumnado ya conoce y debe aprender en ese momento. Quien
dirige la formacion pregunta qué adaptaciones haria el profesorado en formacion
a esta definicion para que resulte comprensible para el alumnado de séptimo grado
(12-13 afos). El objetivo es que, de manera colectiva, el profesorado en formacion
realice los cambios necesarios en el lenguaje, manteniendo el rigor matematico. Una
posible simplificacion es:

«Sea O un punto en el plano llamado centro de rotacion y sea AOB un angulo. La ro-
tacion de la amplitud de AOB alrededor del punto O es una operacion que transforma
el punto X en el punto X', seguin la amplitud de AOB y una direccién determinada, de
modo que la distancia entre O y X es la misma que entre O y X',

Objetivos especificos

» Alcanzar una comprension consensuada de qué es la rotacion y una posible
definicion matematicamente valida.

» Simplificar una definicion matematica de rotaciéon para que el alumnado de
séptimo grado (de 12-13 afios) la comprenda.

» Orientaciones didacticas

» Para sistematizar las discusiones, quien dirige la formacion debe formular pre-
guntas que permitan reflexionar sobre las respuestas dadas por el profesorado
en formacion. Resulta Util ir registrando las respuestas, bien en la pizarra durante
toda la formacion, bien en una presentacion que se pueda proyectar.
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11. Atribuyendo significado a la rotacion

MTSK trabajado en la tarea

Tabla 11.3. Conocimiento matematico asociado a la tarea «Atribuyendo signifi-
cado a la rotacionn.

Subdominios

Categorias asociadas
al subdominio

Indicadores de conocimiento

1

Actividades

2 3 4

CONOCIMIENTO MATEMATICO

KoT

Definiciones, propie-
dades y sus funda-
mentos

Diferentes formas de definir la rotacion.

X

Elementos constitutivos de la rotacién: figura inicial,
centro o eje de rotacion, angulo de rotacion (incluyen-
do su amplitud y direccion) e imagen o transformada.

Como diferenciar la rotacion de otras transfor-
maciones geométricas isométricas a través de sus
fundamentos.

El centro de rotacion es el Unico punto fijo en la
rotacion, excepto en la rotacion identidad.

Concepto de angulo (amplitud y direccién) como
fundamento de la rotacion.

Procedimientos

Procedimientos para doblar una figura exacta-
mente por la mitad e identificar si ambas partes
coinciden punto por punto, con el fin de identificar
el reflejo y diferenciarlo de otras transformaciones
geométricas isométricas.

Necesidad de girar todos los puntos de la figura segun
un angulo determinado (entre 0° y 360°) alrededor
del centro de rotacion para que la figura y su ima-
gen sean congruentes (todos los puntos de la figura
coinciden con sus respectivos puntos en la imagen).

Procedimientos para efectuar la rotacion y su dife-
rencia respecto a los procedimientos involucrados
en otras transformaciones geométricas isométricas.

El conjunto de procedimientos para efectuar la
rotacion es distinto del de la traslacién.

Fenomenologia y apli-
caciones

La rotacién es una transformacion geométrica iso-
métrica relacionada con el movimiento de rotar:
una operacion que se aplica a una figura desde un
punto central (rotacion en torno a un punto) o una
linea recta (rotacion en torno a un eje), segun la
amplitud y direccion del angulo de rotacion.

La rotacién es una transformacion geométrica iso-
métrica relacionada con el movimiento de giro: una
operacion sobre la figura desde un punto central
o una linea recta, seguin la amplitud y la direccion
del dngulo de rotacion.
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Subdominios

Categorias asociadas
al subdominio

Indicadores de conocimiento

Actividades

12 3 4

CONOCIMIENTO MATEMATICO

KSM

Conexiones transver-
sales

La congruencia es una idea matematica que conec-
ta distintos contenidos, entre ellos la rotacion y las
demas transformaciones geométricas isométricas:
al ser la rotacion una transformacion geométrica
isométrica, se mantiene la congruencia entre for-
mas, longitudes y angulos de la figura en la imagen.

X

KPM

Caracteristicas de una definicion matematica que
permiten diferenciarla de las pseudodefiniciones.

La practica de definir

Una definicion matematica es un conjunto minimo
de propiedades que permite identificar de forma
univoca la entidad matematica.

La practica de de-
mostrar

Formas de validar o no las matematicas utilizadas
para describir la rotacién como movimiento, a par-
tir de sus fundamentos.

El papel del lenguaje
matematico

Necesidad de especificar el movimiento de rota-
cion mas alla del término «desplazamienton, que es
general y también puede referirse a la traslacion.

Tabla 11.4. Conocimiento didactico del contenido asociado a la tarea «Atribu-
yendo significado a la rotacionn.

. Categorias asociadas . - Actividades
Subdominios .. Indicadores de conocimiento e
al subdominio 1 2 3 a4
da Recursos didacticos (fi-  El «mira» como recurso que permite ver el re- X
= a sicos o digitales) flejo para diferenciarlo de la rotacion.
== KMT
oE . o Como reescribir una definicion matematica X
) Estrategias, técnicas, y .
s} tareas v eiemplos de rotacion con un lenguaje adecuado para
S ¥ ejemp el alumnado de séptimo grado (12-13 afios).
SHN=]
© o
=<2 . Errores y dificultades comunes del alumnado X
© = KFLM  Fortalezasy debilidades Y )
© con la rotacion.

240



11. Atribuyendo significado a la rotacion

Hojas de trabajo

Atribuyendo significado a la rotacion

Imagina que estas en la calle y alguien te pregunta: «En un contexto matematico, ;qué
es la rotacion?. ;/Qué responderias? (Recuerda que es una conversacion informal,
no una explicacion didactica).

El profesor Mario tiene la intencion de discutir la definicion matematica de rotacion
con sus alumnos de séptimo grado (de 12-13 afios). Ha encontrado algunas defini-
ciones y quiere comentarlas en una formacion del ClEspMat (https://ciespmat.com.
br), ya que necesita ayuda para saber cuales son mas apropiadas para trabajar con
sus alumnos.

Ayuda al profesor Mario a elegir las definiciones mas adecuadas de entre las
que se presentan a continuacion v justifica por qué son o no definiciones validas. Si
requieren cambios, indica cudles serian necesarios para que constituyan definiciones
correctas de rotacion.

Definiciones de rotacion encontradas por el profesor Mario:

1. La rotacion es la composicion de dos reflexiones de ejes concurrentes.

2. En una rotacion, cada figura gira respecto a un punto llamado centro de rotacion. Las figuras original
y la rotada tienen las mismas medidas, y sus elementos estan a la misma distancia del centro de rotacion.

3. La simetria rotacional se produce cuando una figura plana gira alrededor de un punto, segin un
angulo (con una medida de apertura entre 0° y 360°), en una determinada direccion (en sentido horario o
antihorario). Asi se obtiene siempre una figura plana que mantiene la misma forma y tamafio que la original.

4. Sea 0 un punto tomado en el plano [y sea @ = AOB un angulo de vértice O. La rotacion del angulo «
alrededor del punto O es la funcion py,: [T— [] definida de la siguiente manera: p,,(0) = Oy, para cada
punto, X£0 en [], po.(X) = X" es el punto del plano [] tal que

d(X,0) = d(X'0),X0X'= a

y el «sentido de rotacion» de A a B es el mismo que el de X a X".
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Resuelve la siguiente tarea, dirigida al alumnado, sin pensar en un contexto de
ensefanza.

Tarea para el alumnado: Cartas rotadas (adaptado de Paques y Oliveira)
(Explica siempre tu razonamiento describiendo el proceso que utilizas para responder.
Puedes hacerlo mediante diagramas, palabras, calculos, etc.).

1. Observa las dos situaciones siguientes. En cada situaciéon tenemos una carta de
la reina de corazones:

Situacion 1
Situacion 2

a) Anota lo que te llamo la atencion al observar la carta de cada situacion.
b) En la situacion 1, identifica el movimiento realizado para construir la carta
completa a partir de una de sus partes. Justifica tu respuesta.
¢) En la situacion 2:
i) ¢Puedes identificar el movimiento realizado para obtener la carta en la nueva
posicion? En caso afirmativo, describelo. Si no, justifica por qué.
ii) Explica los procedimientos que seguiste para obtener la carta en la nueva
posicion (imagen).
d) En cada situacion, ¢puedes identificar un punto que permanezca fijo al realizar
el movimiento? En caso afirmativo, indica cual es vy justifica tu respuesta.

A partir de tu resolucion, responde a las siguientes preguntas:

3.1. ¢Cudles crees que seran las mayores dificultades matematicas del alumnado al
resolver esta tarea? Justifica tu respuesta.
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3.2. ;/Qué conocimientos consideras que necesita el alumnado para realizar esta
tarea? Justifica tu respuesta.

Tras proponer esta tarea a su alumnado de séptimo grado, el profesor Mario recogio
algunas respuestas y decidio compartirlas en la formacién del ClEspMat. A conti-

nuacion se presentan las producciones de las estudiantes Simone y Camila respecto
a las preguntas (c) y (d) de la tarea:

c) i) El movimiento es un desplazamiento.

ii) La carta superior fue arrastrada hacia la derecha y hacia abajo. Produccion de
Simone para la pregunta (c).
Produccion de Simone para la pregunta (c).

c) i) Solo la carta fue girada un poco.

i) Tomas la carta y colocas un dedo en una esquina y la giras.
Produccién de Camila para la pregunta (c).

d) Todos los puntos son fijos.
Produccion de Simone para la pregunta (d).
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d) En la situacion 1, no tiene puntos fijos, y en la situacion 2, el punto fijo estd en la
esquina inferior izquierda de la carta.
Produccion de Camila para la pregunta (d).

4.1. Para cada produccion, indica si la consideras matematicamente correcta (ade-
cuada) o no, y justifica el razonamiento matematico evidenciado.

4.2. Para las producciones de Simone, proporciona retroalimentacion constructiva:
en lugar de indicar si son correctas o incorrectas, atribuye significado a sus
resoluciones para ayudarla a desarrollar su conocimiento matematico.
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12. Conocimiento especializado

e interpretativo del profesorado

en formacion de matematicas

en el contexto de division de fracciones

Gabriela Gibim
https:/[orcid.org/0000-0002-7588-3579

Universidade Estadual de Campinas (Brasil)

Laura Rifo
https:/[orcid.org/0000-0002-1579-8073
Universidade Estadual de Campinas (Brasil)

Nuria Climent
https:/[orcid.org/0000-0002-0064-1452
Universidad de Huelva (Espafa)

Miguel Ribeiro
https:/[orcid.org/0000-0003-3505-4431
Universidade Estadual de Campinas (Brasil)

Formacion continua
Nivel al que se dirige la tarea: Grado de Maestro en Educacion Primaria y Secundaria
Duracion aproximada de la aplicacion: 3 horas

Fundamentacion

La comprension del profesorado en formacién sobre la division de frac-
ciones ha recibido la atencién constante de los investigadores a lo largo
del tiempo, con un aumento progresivo del niimero de publicaciones
al respecto (Lee, 2017). Este tema resulta importante y necesario, pues
es desafiante tanto desde el punto de vista del aprendizaje como de la
ensefnanza (Lamon, 2020).
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Tareas para la formacién del profesorado para ensefiar matematicas

Asli, es necesario que el profesorado en formacion profundice en su
conocimiento matematico sobre la division de fracciones para potenciar
el entendimiento matematico del alumnado. Por eso, proponemos una
tarea orientada a acceder y a desarrollar el conocimiento especializado
e interpretativo del profesorado en formacién sobre la division de frac-
ciones. La tarea aborda los siguientes elementos sobre la division de
fracciones: los sentidos —partitivo y medida— de la division (Simon,
1993); la justificacion del algoritmo inversion-multiplicacion* (IM) (Lee,
2017); la representacion de la divisién de fracciones (Lo y Luo, 2012);
la elaboracién de problemas (Ma, 1999); la estimacién al resolver la
divisién de fracciones (Brocardo et al., 2003); el conocimiento de las
dificultades del alumnado con esta operacion (Bicknell et al., 2015;
Downton, 2009); los recursos para su ensefianza (Sharpe, 1998); el
conocimiento de diferentes algoritmos y estrategias para la resolucion
de la division de fracciones, y el conocimiento interpretativo por parte
del profesor para proporcionar retroalimentacion constructiva (Jakob-
sen et al., 2014).

Entendemos que la formacion docente, tanto inicial como continua,
debe desarrollar de manera amplia y profunda el conocimiento especia-
lizado del profesorado en formacion, asi como su conocimiento interpre-
tativo. Esta tarea puede contribuir al desarrollo de nuevos conocimientos
sobre la division de fracciones.

Objetivos generales
Se pretende que el profesorado en formacion:

1. Resuelva la division de fracciones mediante distintas estrategias de estimacion
y diferentes procedimientos.

2. Reflexione sobre posibles dificultades del alumnado Educacion Secundaria al
resolver este tipo de operaciones.

3. Conozca algunas estrategias de ensefianza para atender dichas dificultades de
manera inclusiva, basadas en el uso de material manipulativo y representacion
pictorica.

4. Justifique y comprenda el procedimiento de inversion y multiplicacion.

Elabore problemas (sentidos de la division).

6. Interprete las diferentes producciones de los alumnos y proporcione retroali-
mentacion constructiva.

o

4. El algoritmo IM (inversién-multiplicacién) consiste en invertir el divisor y multiplicar el
dividendo por esta nueva fraccién: ab : cd= ab x dc, con a, b, ¢, d nimeros enteros, b y d no nulos.
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Conocimientos, habilidades o competencias
previas necesarias

Para abordar la actividad, el profesorado en formacion debe tener cono-
cimientos sobre:

» Sentidos de la division.
» Concepto de fracciones y sus operaciones.
» Representacion de fracciones.

Orientaciones generales para quien dirige la formacion

Esta tarea parte de una situacién hipotética en la que, en una clase de
primero de Secundaria (13 anos), se propone al alumnado resolver cuatro
operaciones:

1. 5+2
2.
2.5.4
.1
3.772
2.2
4 55

A partir de estas operaciones se pide al profesorado en formacion reali-
zar una serie de actividades que le permitan reflexionar en profundidad so-
bre su practica, tanto al resolver las operaciones como en su rol de docente.

Quien dirige la formacion puede entregar cada una de las activida-
des de la tarea al profesorado en formacién y dar unos minutos para
resolverla (individualmente o en grupos pequenos), de modo que pueda
escribir sus soluciones y respuestas en una hoja. Al finalizarla, se realiza
una plenaria para discutir las soluciones desarrolladas, con preguntas
que problematicen las decisiones observadas en las producciones. Por
ejemplo, se sugiere preguntar siempre al profesorado en formacién como
lo hizo y pedirle que explique su produccién, para conocer mejor su com-
prension del tema, asi como para obtener evidencias de su aprendizaje.

Como la tarea tiene diversos momentos de reflexién conjunta, puede
ser interesante pedir al profesorado en formacién que conserve ambas
respuestas: la inicial y la elaborada después de la discusién en clase. Con-
viene tener en cuenta que el profesorado en formacién puede presentar
dificultades similares a las del alumnado (como, por ejemplo, no saber
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justificar el procedimiento de invertir y multiplicar o representar incorrec-
tamente la operacion). Asimismo, puede conocer solo una estrategia de
resolucion de la division de fracciones o tener dificultades para elaborar
correctamente un problema de divisién de fracciones.

En la puesta en comtn, quien dirige la formacién puede introducir
algunas ideas de cuestiones que no hayan surgido, como posibles dificul-
tades del alumnado o recursos. Esta tarea serviria de introduccién para
poder trabajar después con mayor profundidad estos aspectos.

Recursos fisicos o virtuales

» Ficha de trabajo.
» Hojas blancas suficientes para registrar las respuestas de la tarea.

Actividad 1. Resolucion de una tarea matematica escolar

1.1. Resolver operaciones sin recurrir al algoritmo

Descripcion

Se pide al profesorado en formacidn que, sin recurrir al algoritmo, indique el valor
aproximado o exacto de cada expresion y explique su razonamiento.

Una vez resuelto, quien dirige la formacion puede iniciar una discusion acerca de
las estrategias que el profesorado en formacion haya trabajado individualmente o en
grupo. Durante la puesta en comun, el profesorado en formacion podra plantear sus
resoluciones, ademas de analizar y discutir las estrategias utilizadas. Es esencial debatir
la importancia de ensefar las divisiones de fracciones mas alla del algoritmo para
propiciar la reflexion sobre el sentido numérico y las operaciones, el calculo mental
y la estimacion. Esta reflexion es relevante, puesto que desarrollar la capacidad de
anticipar —es decir, estimar previamente el valor aproximado de la respuesta— permite
analizar si una respuesta dada a una operacion es coherente o no, o si tiene sentido.

Objetivos especificos

» Conocer diferentes estrategias para resolver la division de fracciones sin recurrir
al algoritmo.

» Analizar las posibles dificultades relacionadas con el sentido numérico, las ope-
raciones, el calculo mental y la estimacion.
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Orientaciones didacticas

Algunas veces, el profesorado en formacion realiza inversiones y multiplicaciones
mentalmente; al explicar como piensa, a menudo simplemente describe los pa-
sos del algoritmo de inversion-multiplicacion para dividir fracciones. Esto ocurre
porque el algoritmo suele ser la estrategia de calculo principal, y a veces la unica,
que utiliza el profesorado en formacion para resolver la division de fracciones.
Entendemos que esto se debe a un aprendizaje prematuro del algoritmo que li-
mita el desarrollo de otras estrategias, como el calculo mental, la estimacion o el
sentido numérico.

Se propone trabajar la actividad de la tarea en equipos de 2 a 4 personas o
individualmente.

Se sugiere que quien dirige la formacion modere la discusion, guie la activi-
dad y sefiale aspectos importantes sobre las cuestiones que se analizan. Asimismo,
orienta las reflexiones sobre las estrategias de resolucion de los distintos equipos
para alcanzar los objetivos planteados y desarrollar los conocimientos especializados
propuestos de manera constructiva a través de la reflexion colectiva.

1.2. Resolver operaciones indicando el valor exacto

Descripcion

En esta parte de la actividad se pide al profesorado en formacion resolver cada una
de las expresiones indicando el valor exacto y el proceso sequido para encontrar la
respuesta.

Se pretende, de este modo, conocer qué procedimientos utiliza el profesorado en
formacion en su practica docente, asi como desarrollar el conocimiento de diferentes
procedimientos historicos producidos culturalmente —invertir-multiplicar, productos
cruzados, regla de sandwiches, calculadora, transformacién en decimales, etc.—, con
la intencion de ampliar su espacio de solucion.

Objetivo especifico

» ldentificar qué procedimientos conoce y utiliza el profesorado en formacion para
la resolucion de la division de fracciones.

Orientaciones didacticas
Se recomienda partir de los procedimientos que el profesorado en formacion conoce

para explorar diferentes estrategias de resolucion de la division de fracciones, como,
por ejemplo: invertir y multiplicar (IM); reducir fracciones a un denominador comun
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y dividir los numeradores —lo que llamaremos igualar denominadores (ID)—; conver-
sion de fracciones a decimales (CD) —que es un caso particular del anterior en que
el denominador comun es una potencia de 10—; productos cruzados (PC); uso de la
unidad fraccionaria (UF) para descubrir el valor unitario de una cantidad en funcion
de otra; uso del protocolo de calculadora cientifica (CALC); dividir numeradores y
denominadores entre si (DND). Los algoritmos DND e ID no deben abordarse en este
momento, ya que se discutiran en la actividad 3.

Se propone continuar trabajando en los mismos equipos y con el modelo de
puesta en comun en plenaria para comparar distintas reflexiones y contrastar res-
puestas. Quien dirige la formacion participa en la discusion con los grupos sobre
los diferentes algoritmos existentes para la resolucion de la division de fracciones,
y formula preguntas que orienten la discusion y generen nuevas preguntas y re-
flexiones sobre el tema.

Tabla 12.1. Nomenclatura de distintos algoritmos para la division de fracciones.

Nomenclatura (Sigla) Descripcion del algoritmo Algoritmo
Invertir y multiplicar (IM) ML.JItlpllcarIa primera fraccion por g.c_axd_ad
el inverso de la segunda. c d b ¢ Tbe
Transformar las fracciones para
Igualar los denominadores (ID)  que tengan el mismo denominador @ = ¢ — ad - cb _ ad
b d bd db cb

y dividir los numeradores.

Conversion de fracciones a de-
cimales (CD)

Transformar ambas fracciones en
numeros decimales y dividir.

8. ¢ 0x . ¢y ox_ad
c d bx dy ¢y be'
siendo b-x=d-y, potencias de 10.

Productos cruzados (PC)

Usado para verificar igualdad o en-
contrar una fraccion equivalente.

Uso de la unidad fraccionaria
(UF)

Pensar en cuantas veces la sequn-
da fraccion cabe en la primera.

Si g equivale a £ , entonces 1
a d’ d

equlvalea e y la unidad geqw—

vale a 9d.
be

Uso del protocolo de la calcu-
ladora cientifica (CALC)

Insertar fracciones o decimales
directamente en la calculadora.

b b
2ac3+1ach5=10_3

Dividir numeradores y denomi-
nadores entre si (DND)

Dividir numeradores y denomina-
dores entre si.

8- ¢ - 02d ca50 particular: a
b d b—d
multiplo de cy b es maltiplo de d.

g.c-0cd. ¢ acdC oa50
b d becd d  bedsd
general

Conviene resaltar que existen dos reglas nemotécnicas asociadas al algoritmo de
|nver5|on y mu|t|p||caC|on multiplicacion cruzada [— ERR g—g y regla del sandwich

(§+5-12]- &) ’
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Es importante que el profesorado en formacion desarrolle el conocimiento de
diferentes maneras de resolver la division, de modo que pueda ampliar los limites
de su espacio de solucion (a menudo reducido a una Unica estrategia de resolucion).
La nocion de espacio de solucion se relaciona con la naturaleza del conocimiento
matematico que posee el profesorado en formacion, entendido como un conjunto
de posibles respuestas, diferentes formas de abordar un problema y distintas re-
presentaciones matematicas para su resolucion, incluso si este problema tiene una
Unica solucion. Asi, el espacio de solucion esta asociado al conocimiento matematico
especializado del profesorado en formacion respecto a definiciones, conceptos, re-
presentaciones y procesos de un mismo tema. Activar el conocimiento interpretativo
exige adquirir nuevos conocimientos que permitan superar los limites del propio
espacio de solucion.

1.3. Formular problemas

Descripcion

En esta parte se pide al profesorado en formacién que formule problemas in-
dividualmente o en grupo (segun las operaciones solicitadas) con el objetivo
de revelar su conocimiento sobre la division de fracciones. Aqui, quien dirige la
formacion debe tener en cuenta la estructura de los problemas creados (relacio-
nada con los sentidos de la division), las representaciones pictoricas presentadas
(discretas o continuas), asi como la correspondencia entre el problema y la opera-
cion solicitada. Generalmente, el profesorado en formacion afronta desafios a la
hora de formular problemas, ya que la formulacién de problemas no suele formar
parte de su experiencia como estudiante ni como docente. Esto se acentua cuan-
do el divisor y el dividendo son fracciones, ya que se requiere conocimiento del
concepto de fraccion, de division y de representacion. Conviene tener en mente
que el profesorado en formacion muchas veces formula problemas con un solo
sentido de la division porque desconoce el otro sentido (partitivo o medida,
Simon, 1993), o puede formular problemas que no corresponden a la operacion
solicitada (problemas de multiplicacion y no de division). Ademas, la represen-
tacion supone un desafio porque implica division de fracciones, especialmente
cuando la fraccion no es unitaria, ya que pone en juego el conocimiento de repre-
sentaciones discretas y continuas. Durante la plenaria se puede reflexionar con el
profesorado en formacion sobre si las representaciones ilustran la resolucion del
problema.

Objetivos especificos

» Formular problemas de division de fracciones.
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» Analizar las potencialidades y limitaciones de cada problema en funcion de lo
que se quiere ensefar.

Orientaciones didacticas

Se propone una discusion y reflexion sobre los sentidos de la division de fraccio-
nes, tanto con numeros naturales como con racionales, para que el profesorado
en formacion pueda trabajar diferentes problemas con los estudiantes inicialmente
con numeros naturales y posteriormente con fracciones. Eso podria contribuir al
aprendizaje de la division de fracciones.

Quien dirige la formacion se centra en plantear y guiar la discusion, orientando
la reflexion hacia la comparacion de los problemas (sentidos) y las distintas formas
de representacion y resolucion.

1.4. Resolver el problema

Descripcion

En esta parte de la actividad, se pide al profesorado en formacién que resuelva un
problema individualmente o en grupo con el objetivo de poner de manifiesto su
conocimiento sobre la resolucién de problemas, las estrategias v los fundamentos
matematicos relacionados con la division de fracciones.

Objetivos especificos

» Resolver de forma justificada los problemas de division con fracciones.
» Analizar las dificultades encontradas, asi como las diferentes estrategias y
soluciones.

Orientaciones didacticas

Se solicita al profesorado en formacion que resuelva el problema y muestre su re-
solucion por medio de calculos, dibujos o palabras. Se comparan las producciones
del profesorado en formacion y se reflexiona sobre las diferentes estrategias de
solucion.

Quien dirige la formacion propicia la discusion y la reflexion sobre las dificultades
encontradas vy las distintas formas de resolver el problema.
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Actividad 2. Ensefianza de la division de fracciones

2.1. Representar de dos maneras diferentes

Descripcion

En esta actividad, quien dirige la formacién invita al profesorado en formacion a
representar las operaciones de al menos dos maneras diferentes, con especial aten-
cion a las discusiones y soluciones presentadas, ya que pueden surgir dificultades
en el uso de representaciones visuales para explicar la division de fracciones. Esto
se debe a que el profesorado en formacion suele estar acostumbrado a represen-
tar fracciones, pero no sus operaciones. Durante la sesion plenaria, quien dirige la
formacion puede observar si esto supone un desafio mayor cuando las fracciones
no son unitarias (esto es, con numerador distinto de 1). Ademas, conviene anali-
zar conjuntamente si las explicaciones orales del profesorado en formacion son
coherentes con sus representaciones; por ejemplo, si se hace una representacion
partitiva pero se explicar utilizando el lenguaje matematico del sentido de medida.
Otra cuestion importante es la relacion entre una fraccion y su unidad de referencia,
y la comprensién de que la cantidad varia a medida que cambia dicha referencia.

Objetivo especifico

» Conocer qué entiende el profesorado en formacion por distintas representaciones
y si es consciente de las diferentes formas de exteriorizar una imagen mental
(pictdrica, simbolica o grafica).

Orientaciones didacticas

Conviene destacar la importancia de conocer diferentes representaciones y su co-
nexion con la notacion simbolica y la formulacion de problemas.

Quien dirige la formacion plantea y guia la discusidn, y orienta la reflexion hacia
la comparacion de estrategias, formas de pensamiento y representaciones.

2.2. Dificultades de los estudiantes

Descripcion

En esta parte de la actividad, se pide al profesorado en formacion que identifique las
posibles dificultades del alumnado al resolver las operaciones planteadas.
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Durante la plenaria, quien dirige la formacion puede detectar si las dificul-
tades enumeradas por el profesorado en formacion son conceptuales o proce-
dimentales y propiciar una discusion al respecto. Esto es relevante porque el
profesorado en formacion a menudo identifica Unicamente dificultades con el
algoritmo —es decir, su uso incorrecto—, centrandose solo en las dificultades
de procedimiento. También puede ocurrir que no enumere ninguna dificultad, o
que enumere sus propias dificultades a la hora de resolver la tarea en lugar de
las del alumnado.

Objetivo especifico

» Reflexionar sobre el propio conocimiento acerca de las dificultades que podria
encontrar el alumnado al resolver tareas de division de fracciones.

Orientaciones didacticas

Se introducen cuestiones sobre la necesidad y relevancia de propiciar un aprendizaje
mas conceptual que procedimental.

Quien dirige la formacion se centra en discutir algunas de las dificultades con-
ceptuales y procedimentales que puede encontrar el alumnado en la division de
fracciones.

2.3. Recursos y estrategias para la ensefianza de la division

de fracciones

Descripcion

Se solicita al profesorado en formacion reflexione sobre cémo ensefaria la division
de fracciones a una clase de primero de Secundaria, qué recursos utilizaria y con
qué proposito.

En esta tarea, las discusiones del profesorado en formacion pueden ser es-
casas, ya que tiende a ensefiar la division de fracciones de forma procedimental,
centrandose en el algoritmo, por ser la forma en que aprendié como estudiante
y como suele presentarse en los libros de texto. Por ello, es importante que quien
dirige la formacion formule preguntas para generar debate sobre los recursos.
Por ejemplo, el profesorado en formacion puede decir que utiliza el tangram;
en tal caso, conviene pedirle que dé un ejemplo y explique como lo utiliza para
ensefar la divisién de fracciones. Es comun que el profesorado en formacion
conozca algunos recursos, como software, tiras de fracciones o tangram, pero
encuentre dificultades para explicar como utilizarlos en la ensefianza de la divi-
sion de fracciones.
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Objetivo especifico

» Conocer la practica del profesorado en formacion en la ensefianza de la division
de fracciones: como ensefa, qué ejemplos, procedimientos, estrategias y recursos
materiales o virtuales utiliza.

Orientaciones didacticas

Se introducen cuestiones sobre la necesidad y relevancia de propiciar un aprendizaje
mas conceptual que procedimental.

Quien dirige la formacion puede proponer resolver la actividad con el uso de ma-
teriales manipulativos. Para ello, puede llevar algunos materiales, como contadores,
mallas, papel cuadriculado o muro de fracciones.

También pueden proponerse recursos virtuales como Geogebra, Toy Theater (ht-
tps:/[toytheater.com/fraction-strips/) o Fraction by the Math Learning Center (https://
apps.mathlearningcenter.org/fractionsy).

Quien dirige la formacion debe tener conocimiento de la intencionalidad mate-
matica del uso de los materiales. Por ejemplo, cuando se usa la tira de fracciones
para entender el concepto de division, conviene emplear ejemplos con nimeros
contenidos en la tira, para no tener que construir otra. Con la tira de abajo, se puede
pensar en divisiones como % + %; 1+ %: % + % por ejemplo, que facilitan la com-
prension del concepto. Ademas, los contadores (fichas) deben usarse para cantidades
discretas en la division partitiva o de medida, como el ejemplo que se muestra a

continuacion (figura 12.1):

% + % - Elegir conjuntos de 10 como el todo.
% son 4 contadores (88282 % son 5
contadores
¢Cuantos conjuntos de % hay en %?
¢Cuantos conjuntos de 5 hay en 47 (e o o @ © %
de un conjunto de 5
1 2 - l = i
Asig+5=%

Figura 12.1. Ejemplos de representacion de la division de fracciones con material ma-
nipulativo.

Quien dirige la formacion centra su participacion en describir algunos ejemplos
de recursos para la ensefianza de la division de fracciones.
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2.4. Justificacion de los algoritmos

Se plantea al profesorado en formacion la respuesta hipotética de un estudiante de
primero de Secundaria:

Gabriel: Maestra, ipor qué tenemos que multiplicar para resolver una division
de fracciones? Es decir, ;por qué al dividir por una fraccion invertimos el divisor
y multiplicamos para obtener el resultado?

A partir de la intervencion de este alumno, se solicita al profesorado en formacién
qué explique como responderia y qué representaciones utilizaria.

Descripcion

Esta parte de la actividad retoma el caso del estudiante Gabriel y plantea la reflexion
sobre por qué, para resolver una division de fraccion, hay que multiplicar; es decir,
se trata de justificar el algoritmo inversion-multiplicacion y de pensar qué repre-
sentacion pictorica podria utilizarse. La pregunta permite discutir la importancia de
comprender el algoritmo mas alla de la regla y de representarlo pictdrica, de modo
que el algoritmo, la representacion pictérica y el lenguaje matematico se corres-
pondan entre si.

Objetivo especifico

» Conocer los fundamentos del procedimiento inversion-multiplicacion, su valida-
cién y representacion pictorica.

Orientaciones didacticas

Se puede validar algebraica y pictdricamente el algoritmo IM mediante diferentes
tipos de representacion (discreta y continua) y ambos sentidos de la division (par-
titivo y de medida).

Quien dirige la formacién centra su participacion en presentar algunos ejemplos
que faciliten la comprension del algoritmo inversion-multiplicacion, asi como su
validacion y representacion.
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Actividad 3. Interpretacion y validacion de diferentes
producciones de alumnado

Descripcion

Esta actividad aborda el conocimiento especializado e interpretativo del profesorado
en formacion a través del andlisis de las respuestas de tres alumnos (Luis, Rafael y
Monica) a la operacion :

Luis:12.:3-12 . 5_4
U5 5775 373
Rafael; 12 .3 _12:3 _ 4
araet 15 57 75.5 " 3
212.3_12.9 _12_4
Momca.1 "ETIEC1E T 9 T3

Figura 12.2. Procesos de resolucion de divisiones de fracciones.

3.1. Evaluacion de la correccion matematica de las respuestas

En esta actividad se pide al profesorado en formacion que analice si las producciones
de los alumnos son matematicamente correctas.

Cada produccion se ha incluido con un objetivo especifico. La produccion de Luis
corresponde a lo que suele considerarse el algoritmo para dividir dos cantidades en
representacion fraccionaria —invertir y multiplicar—, que es el que aparece en los
libros de texto y se ensefia habitualmente al alumnado. La produccion de Rafael
presenta un algoritmo consistente en dividir numerador entre numerador y deno-
minador entre denominador, que, en general, suele considerarse inadecuado a pesar
de ser matematicamente correcto, y, ademas, muchos docentes lo desconocen. La
produccion de Monica representa la oportunidad de discutir un algoritmo basado
en el concepto de fracciones equivalentes. En esta tarea se pretende descubrir qué
revela el profesorado en formacién sobre las formas de resolucion y razonamiento
asociados con la determinacion del resultado de una division que involucra frac-
ciones: si conoce, 0 no, las estrategias empleadas por los estudiantes y como las
interpreta y valida matematicamente.

Objetivo especifico

» Desarrollar el conocimiento interpretativo del profesorado en formacion ante
producciones inusuales del alumnado en la division de fracciones.
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Orientaciones didacticas

El profesorado en formacion suele tener dificultades para justificar el algoritmo
de division de fracciones mediante una representacion pictérica o algebraica. Esta
limitacion puede interferir en la forma en que evalua e interpreta los razonamientos
matematicos realizados por el alumnado (en términos de aceptarlos, refutarlos o
completarlos), asi como en la elaboracion de explicaciones instruccionales. Conviene
tener en cuenta que, cuando se presentan razonamientos no estandar como el de
Ménica, el profesorado en formacién puede sentir cierto malestar si tiene dificul-
tades para validarlos. Sin embargo, este malestar y las discusiones que genera son
importantes para ampliar su espacio de solucion.

La participacion de quien dirige la formacion se centra en propiciar la discusion
sobre razonamientos matematicos distintos, con el objetivo de conocerlos, valorar-
los y comprenderlos, asi como de abordar cuestiones de generalizacion. También
conviene enfatizar la importancia de la interpretacion de las producciones de los
estudiantes.

3.2. Feedback constructivo a los estudiantes

Descripcion

Esta parte de la actividad aborda el conocimiento especializado e interpretativo del
profesorado en formacion, es decir, los conocimientos matematicos especializados
que permiten proporcionar retroalimentacion constructiva y ayudar al alumnado
a desarrollar su comprensién matematica de la division de fracciones. Durante la
retroalimentacion se debe animar al alumnado a mejorar su produccion, analizar sus
respuestas y reformular su razonamiento mediante estrategias diferentes y eficientes.

Objetivo especifico

» Desarrollar conocimiento sobre cdémo proporcionar retroalimentacion construc-
tiva ante producciones del alumnado sobre la division de fracciones.

Orientaciones didacticas

Parte del profesorado en formacion puede proporcionar retroalimentacién meramente
descriptiva sobre como resolver el problema (por ejemplo, aplicando el método de
inversion-multiplicacion). Sus dificultades pueden interferir en la estrategia utilizada
para ampliar el conocimiento matematico de los estudiantes, asi como en la forma en
que interpreta los razonamientos del alumnado —por ejemplo, si los acepta o no—. Se
trata de pasar de una retroalimentacion descriptiva, si fuera el caso, a una constructiva.

258



12. Conocimiento especializado e interpretativo del profesorado en formacion de matematicas...

Quien dirige la formacidén promueve la discusion y la reflexion sobre la retroali-
mentacion que conviene dar al alumnado para contribuir a su aprendizaje.

Descripcion

Esta actividad aborda el conocimiento especializado sobre la ensefianza de la division
de fracciones, en particular sobre las diferentes formas de ensefar.

Objetivo especifico

» Reconocer los conocimientos que el profesorado en formacion ha logrado incor-
porar a lo largo de la tarea y cdmo los aplicaria en su labor docente.

Orientaciones didacticas

En este momento, quien dirige la formacion debe centrar la discusion en las ventajas
y desventajas del uso de los algoritmos como recetas unicas para el trabajo con
operaciones. Se busca que el profesorado en formacion incorpore a su ensefianza
nuevos métodos y formas de trabajo para la resolucion de estas operaciones que
ayuden al alumnado a dar sentido y significado a la division de fracciones.
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MTSK trabajado en la tarea

Tabla 12.2. Conocimiento matematico asociado a la tarea «Conocimiento es-
pecializado e interpretativo del profesorado en formacion de matematicas en el
contexto de division de fracciones a través de una tarea de formacion».

- Categorias asociadas . . Actividades
Subdominio .. Indicadores de conocimiento R
al subdominio 1 2 3
Sentido numérico y de las operaciones. 1.1
Estimaciones y calculo mental. 1.1
Definiciones, propieda- pjyisisn y multiplicacién como operaciones in- 1.3
desy sus fundamentos e qqs.
La relacion entre el todo, el divisor y el dividendo. 1.4
g Flexibilidad en la unidad de referencia. 2.1
=
= 2.4
= KoT
= Estrategias para resolver la division de fracciones 1.1
= o sin recurrir al algoritmo.
=) Procedimientos
5 Distintos procedimientos para dividir fracciones. 1.2
=
= Fenomenologia y apli-  Sentidos de la division (particion y medida). 1.3 24
2 .
5 caciones
O
Conocimiento de lenguaje aritmético, comun y 2.1
Registros de represen- ~ figural.
tacion e .
Representacion pictdrica del algoritmo IM. 2.4
La practica de resolver ~ Procesos asociados a la resolucion de problemas. 1.3
problemas
KPM
La practica de demos-  Formas de validar diferentes procedimientos de 3.1

trar

la division de fracciones (algebraica y pictorica).
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Tabla 12.3 Conocimiento didactico del contenido asociado a la tarea «Conoci-
miento especializado e interpretativo del profesorado en formacién de matemati-
cas en el contexto de division de fracciones a través de una tarea de formacionn.

Subdominio

Categorias asociadas
al subdominio

Indicadores de conocimiento

Actividades

CONOCIMIENTO DIDACTICO DEL CONTENIDO

KFLM

Fortalezas y debili-
dades

Dificultades relacionadas con las operaciones,
como, por ejemplo, la idea erronea de que,
si dividimos, siempre obtenemos un cociente
menor que el dividendo.

Habilidades y obstaculos en el proceso de
generalizacion, como al registrar, organizar
y relacionar los datos.

1.3

Dificultades relacionadas con la comprension
del problema y la estrategia de resolucion.
Habilidades de visualizacion y calculo.

Dificultades conceptuales y procedimentales:
relacionadas con el concepto de fraccion y el
sentido de la division (conceptuales), o pro-
cedimentales (al hacer la division utilizando
un algoritmo incorrectamente, por ejemplo).

21

KMT

Recursos didacticos

Uso del dibujo, sus potencialidades y limita-
ciones.

Uso de la representacion pictdrica, materiales
fisicos y virtuales.

2.3

Estrategias, técnicas,
tareas y ejemplos

Estrategias de ensefianza que apoyan la
implementacion de una retroalimentacion
constructiva que ayude a los estudiantes a
desarrollar su comprension matematica.

3.1

Estrategias de ensefianza para la division de
fracciones.

23 33
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Hojas de trabajo
Conocimiento especializado e interpretativo del profesorado

en formacion de Matematicas en el contexto de division de
fracciones a través de una tarea de formacion

Estas actividades pueden resolverse de manera individual o en pequefios grupos de
cuatro personas, con el fin de compartir con tus compafieros el maximo nimero de
estrategias de resolucién diferentes.

En una clase de primero de Secundaria se propone al alumnado resolver las siguientes
operaciones:

1. 5+2
2.

2. 5.4

-1

3. 772

2.2

4. s

1.1 Sin recurrir al algoritmo, indica el valor aproximado o exacto de cada expresion.
Explica tu razonamiento.

1.2 Resuelve cada expresion indicando el valor exacto y el proceso sequido para
encontrar la respuesta.

1.3 Formula un problema para cada expresion, de modo que su resolucion implique
dicha expresion.
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1.4 Resuelve los problemas que has formulado con el mayor detalle posible.

Considerando las operaciones de la tarea anterior:
2.1 Representa de al menos dos formas diferentes (mediante diagramas, palabras,

calculos, dibujos, etc) cada una de las expresiones 1, 2, 3 y 4. Justifica tu
respuesta.

2.2 Indica un conjunto de posibles dificultades especificas que el alumnado puede
presentar al resolver esta tarea (indica el curso al que te refieres).

2.3 Si tuvieras que ensefiar division de fracciones a una clase deprimero de Secun-
daria, ¢cémo lo harias? ;Usarias algun recurso? ;Cuales? ;Con qué proposito?

2.4 Un estudiante de primero de Secundaria, al resolver la tarea, pregunto:
Gabriel: Maestra, ipor qué tenemos que multiplicar para resolver una divisién
de fracciones? Es decir, ¢por qué, al dividir por una fraccion, invertimos el divisor

y multiplicamos para obtener el resultado?

2.4.1 /Qué le dirias a Gabriel? Justifica tu respuesta.
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2.4.2 ;Qué representacion puedes usar para dar significado al comentario de Gabriel?

ACTIVIDAD 3. Interpretacion y validacion de diferentes producciones de

alumnado
La maestra Paula implemento esta tarea en sus clases de primero de Secundaria y
obtuvo de parte de sus alumnos algunas producciones diferentes de las previstas. A

continuacion se presentan tres de ellas.
Tres estudiantes de Secundaria resolvieron la siguiente operacion de esta manera:

Lu’sﬁ:gzﬁ §=i
1 5 15 3 3
.12.3_12:3_4
Rafael.15.5 1T 5" 3
5nica:12 -3 _-12.9 _12_4
Momca1 t=15'15°-9 —3

3.1 Para cada produccion, indica si la consideras matematicamente correcta (ade-
cuada) o no, justificando el razonamiento matematico evidenciado. ¢Existen

otras formas de resolver la division de fracciones?

3.2 Proporciona retroalimentacion constructiva a cada estudiante, es decir, da
sentido a sus soluciones de modo que le ayude a construir su conocimiento

matematico.

3.3 (Cual de las formas anteriores seleccionarias para ensefar a tus alumnos? Jus-

tifica tu respuesta.

265






Sobre la edicion

Dinazar Isabel Escudero-Avila

Licenciada en Fisica y Matematicas por el Instituto Politécnico Nacional;
maestra en Matematica Educativa por el Centro de Investigacion en Cien-
cia Aplicada y Tecnologia Avanzada (México), y doctora en Did4ctica de
las Ciencias Experimentales, Sociales y Matematicas por la Universidad
de Huelva (Espana). Formadora de maestros de Educacién Infantil y Pri-
maria en el area de Did4ctica de la Matemadtica en la Facultad de Educa-
cién de la Universidad Complutense de Madrid desde 2021. Pertenece a
diversos grupos de investigacion, como el de Didactica de las Ciencias
Experimentales, Sociales y Matemadticas (DESYM, HUM168) y la Red
Iberoamericana de investigacion sobre conocimiento especializado del
profesorado de Matemiticas (Red MTSK), de la Asociacién Universitaria
Iberoamericana de Posgrado (AUIP). Su principal linea de investigacion
es el conocimiento y el desarrollo profesional del profesor de Matemati-
cas, asi como el desarrollo del modelo MTSK.

Nuria Climent Rodriguez

Licenciada en Matematicas y doctora en Didactica de la Matematica por la
Universidad de Huelva. Catedratica en el drea de Diddctica de la Matemati-
ca de la Universidad de Huelva. Tiene dilatada experiencia como formadora
de profesorado de Primaria y Secundaria en relacion con la ensefianza de
las matematicas, en formacion inicial y continua. Su investigacion se en-
marca en la linea del conocimiento y desarrollo profesional del profesor de
Matematicas. Ha sido presidenta de la Sociedad Espafola de Investigacion
en Educacion Matemadtica (SEIEM) de septiembre de 2022 a agosto de 2025,
es miembro activo del grupo de investigacion DESYM (HUM168) y parti-
cipa en proyectos de investigacion colaborativa con profesores de distintos
niveles educativos, asi como en proyectos de investigacién financiados
por programas de [+D+i nacionales, europeos y del Gobierno de México.

267



Tareas para la formacién del profesorado para ensefiar matematicas

Maria Cinta Munoz-Catalan

Maestra en Educacion Primaria, licenciada en Psicopedagogia y doctora
en el drea de Didactica de la Matematica con mencion europea. Lleva
veinte anos formando al profesorado de Educacién Infantil y Primaria
en relaciéon con el aprendizaje y la ensenanza de las matematicas. Actual-
mente es profesora titular del drea de Didactica de la Matematica en la
Universidad de Sevilla. Lidera el Grupo de Investigacién en Educacién
Matematica (FQM-226) y es miembro del Instituto Interuniversitario
Andaluz de Investigacién Educativa (IEDU) y de la Red Iberoamericana
de investigacién sobre conocimiento especializado del profesorado de
Matemadticas (Red MTSK) de la AUIP. Su investigacién se enmarca en
la linea del desarrollo y conocimiento profesional del profesorado de
Matematicas de Educacion Infantil y Primaria.

Juan Pedro Martin-Diaz

Graduado en Educacion Primaria y profesor permanente laboral del area
de Did4ctica de la Matematica de la Universidad de Huelva. Investigador
en formacion y conocimiento del profesorado de Matematicas y forma-
dor de maestros de Educacion Primaria desde el afio 2016. Doctor por la
Universidad de Huelva con una tesis centrada en el conocimiento espe-
cializado del profesor de Matematicas en la formulaciéon de problemas.
Pertenece al Centro de Investigacion en Pensamiento Contemporaneo
e Innovacién para el Desarrollo Social (COIDESO) y al grupo de inves-
tigacion DESYM (HUM168). Sus principales lineas de investigacion se
centran en la formacién inicial de maestros, la diddctica de las matemati-
cas, el diseno de tareas y el modelo de conocimiento especializado MTSK
(Mathematics Teacher's Specialised Knowledge).

268



Indice de tablas y figuras

indice de tablas

Tabla 1. Dominios, subdominios y categorias de conocimiento

del modelo MTSK . . . . . . . . . ... . ...

Tabla 1.1. Conocimiento matematico asociado a la tarea
«Construccion de una definicién en Educacion Infantil: el caso

delrectangulo» . . . . . . . ... ...

Tabla 1.2. Conocimiento diddactico del contenido asociado a la tarea
«Construccion de una definiciéon en Educacién Infantil: el caso

delrectangulo» . . . . . . . . ...
Tabla 1.3. Atributos de una definicién matemadtica . . . . . . . . . ..

Tabla 1.7. Propiedades relevantes, irrelevantes e incorrectas

del concepto derectangulo . . . . ... ... ... ... .. .. ..

Tabla 2.1. Conocimiento matematico asociado a la tarea
«Introduccién a la suma con fracciones. Reflexion didéctica

sobre el uso de modelode dreas» . . . . . ... ... ... .. ...

Tabla 2.2. Conocimiento didactico del contenido asociado
a la tarea «Introduccién a la suma con fracciones. Reflexion

didactica sobre el uso de modelodedreas». . . . . ... ... ...

Tabla 3.1. Conocimiento matemadtico asociado a la tarea

«Interpretacién parte-todo de las fracciones». . . . . . . ... . ..

Tabla 3.2. Conocimiento didactico del contenido asociado

a la tarea «Interpretacién parte-todo de las fracciones» . . . . . . .

Tabla 4.1. Conocimiento matematico y conocimiento didactico
del contenido asociado a la tarea «Evaluacién del conocimiento
especializado del profesorado de matemiticas construido a

través de la formulacién de problemas de fracciones» . . . . . . . .

269

12

35

36
37
38
39
40

40

58

59

78

79

90



Tareas para la formacién del profesorado para ensefiar matematicas

Tabla 5.1. Resultados hipotéticos del experimento de la actividad . . . .

Tabla 5.2. Conocimiento matematico y didactico del contenido
asociado a la tarea «Construccién de razonamiento

probabilistico a través de la prediccion» . . . . . . ... ... .. ..
Tabla 5.3. Supuesto resultado del experimento . . . . . ... ... ...

Tabla 6.1. Conocimiento matemadtico asociado a la tarea
«FEl problema de la arquedloga. Resolucion de problemas

de generalizacion desde un enfoque inclusivo» . . . . . . . .. ...

Tabla 6.2. Conocimiento didéactico del contenido asociado
a la tarea «El problema de la arquedloga. Resolucion de

problemas de generalizacién desde un enfoque inclusivo» . . . . . .
Tabla 6.3. Caracteristicas del TEA descritas en la literatura. . . . . . . .

Tabla 7.1. Conocimiento matematico asociado a la tarea

«Definicién de poligono» . . . . . . ... ... .. ... . ... ...

Tabla 7.2. Conocimiento didactico del contenido asociado a la tarea

«Definicién de poligono» . . . . . . .. ... L L.

Tabla 8.1. Conocimiento matematico asociado a la tarea

«Reconstruccion de la definicién de poligono para su ensefianza» . .

Tabla 8.2. Conocimiento didéctico del contenido asociado a la tarea

«Reconstruccién de la definicién de poligono para su ensefianza» . . .

Tabla 9.1. Conocimiento matematico asociado a la tarea «Procesos
de conjeturacién, razonamiento y demostraciéon usando

relaciones angulares: dngulo inscrito en la circunferencia» . . . . . .

Tabla 9.2. Conocimiento diddactico del contenido asociado a la
tarea «Procesos de conjeturacion, razonamiento y demostracién
usando relaciones angulares: dngulo inscrito en la circunferencia»

Tabla 10.1. Temdticas para asignar alos equipos. . . . . . .. ... ...

Tabla 10.2. Conocimiento matemadtico asociado a la tarea «;Doénde

estdn los poligonos en los poliedros?» . . . .. ... ... ... ...

Tabla 10.3 Conocimiento didactico asociado a la tarea «;Donde

estan los poligonos en los poliedros?» . . . .. ... ... ......
Tabla 11.1. Cronograma de tareas. . . . . . . . . . . .. ... ......
Tabla 11.2. Definiciones de rotacién encontradas por el profesor Mario . . .

Tabla 11.3. Conocimiento matematico asociado a la tarea

«Atribuyendo significado a larotacién». . . . . . ... ...

Tabla 11.4. Conocimiento didactico del contenido asociado

a la tarea «Atribuyendo significado a la rotacién» . . . . .. ... ..

Tabla 12.1. Nomenclatura de distintos algoritmos para la division

defracciones . . . . . . . . ...

Tabla 12.2. Conocimiento matematico asociado a la tarea
«Conocimiento especializado e interpretativo del profesorado

270

101

104
109

123

124

131

143

143

162

163

191

192

200

205

205

221
223



indice de tablas y figuras

en formacién de matematicas en el contexto de divisién

de fracciones a través de una tarea de formacién» . . . . . .. .. .. 261
Tabla 12.3 Conocimiento didactico del contenido asociado a

la tarea «Conocimiento especializado e interpretativo del

profesorado en formacién de matematicas en el contexto de

division de fracciones a través de una tarea de formacién» . . . . . . 262

indice de figuras

Figura 1. Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK), con sus

dominios y subdominios. . . . . ... ... .. L. 10
Figura 1.1. Ejemplos de figuras geométricas que podrian o no ser

rectingulos . . . . . .. L 24
Figura 1.2. Ficha de El sobre el rectdngulo . . . . . . .. ... ... ... 30
Figura 1.3. Contraejemplos del rectingulo: figuras no cerradas . . . . . 31
Figura 1.1. Ejemplos de figuras geométricas que podrian o no ser

rectangulos . . . . . ... 38
Figura 1.2. Ficha de EI sobre sobre el rectingulo. . . . . . . ... .. .. 42
Figura 2.1. Ejemplo de unidades marcadas como plantilla y piezas

recortadas. . . . ... 51
Figura 5.1. Comparacion entre apuestas respecto de la distancia

alabolaroja . .. ... ... .. ... ... 95

Figura 5.2. Situacién inicial de ausencia total de informacién sobre

la localizacién del saco rojo: (a) la urna mental; (b) la mejor

APUESTA. . . . . L e e 102
Figura 5.3. Situacién de la informacién sobre la localizacién del

saco rojo tras obtener la muestra, suponiendo independencia

entre las direcciones vertical y horizontal: (a) urnas mentales

sobre cada direccién; (b) la mejorapuesta . . . . . .. ... ... .. 103
Figura 6.1. Material manipulativo (piezas de goma EVA), pictogramas

yorganizadores graficos . . . . . . ... .. ... ... ... 114
Figura 6.2. Forma en que se apilan los cajones. . . . . . . . ... ... .. 125
Figura 6.3. Escalones flotantesdeRaudl . . . . . .. ... ... ... ... 127
Figura 6.4. Estrategia delasflechas. . . . . . ... ... ... ... ... 127
Figura 6.5. Representacion de la estrategia de Radl (figura 6.4). . . . . . 127
Figura 6.6. SecuenciadeRaul . . . . . . .. ... ... ... ... 128
Figura 7.1. Formas planas: poligono frente a no poligono. . . . . . . .. 139
Figura 7.1. Formas planas: poligono frente a no poligono. . . . . . . . . 144
Figura8.1.Vifletal. . . . . . . . . . ... . ... ... 156
Figura8.2. Vifieta2 . . . . . .. . . .. . ... ... 156
Figura8.3.Vifleta3 . . . . . .. .. .. . ... ... 157

271



Tareas para la formacién del profesorado para ensefiar matematicas

Figura8.4.Vinetad . . . . . . . . . . . ... ... 158
Figura 8.5.Vifieta5 . . . . . . . . . . .. ... 158
Figura8.6.Vifleta 6 . . . . . . . . . . . ... 159
Figura 11.1. Ejemplos del uso del «mira» . . . . . . .. ... ... ... . 229
Figura 11.2. Ejemplos de rotacién en la situacién 2 de la tarea para

el alumno, con distintos centros y sentidos. . . . . . . ... ... .. 234
Figura 12.1. Ejemplos de representacién de la divisién de fracciones

con material manipulativo. . . . . .. ... 255
Figura 12.2. Procesos de resolucién de divisiones de fracciones . . . . . 257

272



Indice

Presentacion . . . . . . . . . . ..o 9

1. Construccion de una definicién en Educacion Infantil: el

casodelrectangulo . . . . .. ... ... ... ... ...... 19
Fundamentacién . . . . . . .. .. ... oo 19
Objetivos generales. . . . . . . ... ... ... ... ... ...... 21
Conocimientos, habilidades o competencias previas necesarias . . . 21
Orientaciones generales para quien dirige la formacién . . . . . . . 22
Recursos fisicosovirtuales . . . . . ... ... ... L. 22
Referencias . . . . . . . . . . ... ... 33

2. Introduccién a la suma de fracciones. Reflexion diddactica

sobre el uso deun modelodedreas . . . . ... ..... ... 45
Fundamentaciéon . . . . . . ... ... ... ... 45
Objetivos generales. . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 46
Conocimientos, habilidades o competencias previas necesarias . . . 47
Orientaciones generales para quien dirige la formacién . . . . . . . 47
Recursos fisicosovirtuales . . . . . .. ... ... .. ........ 48
Referencias . . . . . . . . . . . . . .. ... ... 57
3. Interpretacion parte-todo de las fracciones . . . ... ... .. 67
Fundamentaciéon . . . . . . ... ... ... ... 67
Objetivos generales . . . . . .. ... ... ... ... ... ... 69
Conocimientos, habilidades o competencias previas necesarias . . . 69
Orientaciones generales para quien dirige la formacién . . . . . . . 69
Recursos fisicosovirtuales . . . . . . ... ... ... ... ... .. 70
Ruta complementaria para extenderlatarea . . . . . . .. ... ... 77
Referencias . . . . . . .. . .. . ... ... ... 77

273



Tareas para la formacién del profesorado para ensefiar matematicas

4. Evaluacién del conocimiento especializado del profesorado
de matematicas construido a través de la formulacion de

problemas de fracciones . . . ... ............... 85
Fundamentacién . . . . . . . ... .o oo 85
Objetivos generales. . . . . . . ... . ... ... ... . ...... 86
Conocimientos, habilidades o competencias previas . . . . . . . .. 86
Orientaciones generales para quien dirige la formacién . . . . . . . 86
Referencias . . . . . . . . .. . ... .. 88

5. Construccién de razonamiento probabilistico a través de la

predicciébn . . . . ... ... o oo 93
Fundamentacién . . . . . . . ... .o oo 93
Objetivos generales. . . . . . . ... ... ... ... ... ...... 95
Conocimientos, habilidades o competencias previas necesarias . . . 96
Orientaciones generales para quien dirige la formacién. . . . . . . . 96
Recursos fisicos ovirtuales . . . . . . ... ... ... ... ..., 96
Referencias . . . . . . . .. . . ... . ... 103

6. El problema de la arquedloga. Resolucion de problemas de

generalizacion desde un enfoque inclusivo . . . . . . .. ... 111
Fundamentacion . . . . . . ... .. ... ... 111
Objetivos generales. . . . . . . ... ... ... .. ... . ...... 113
Conocimientos, habilidades o competencias previas necesarias . . . 113
Orientaciones generales para quien dirige la formacién . . . . . . . 113
Recursos fisicosovirtuales . . . . . ... ... ... L. 113
Referencias . . . . . . . . .. ... ... 121
7. Definiciéon de poligono . . . . .. ... ... .......... 135
Fundamentacion . . . . . . .. . ... ... .. 135
Objetivos generales . . . . . ... ... ... ... ... . ...... 136
Conocimientos, habilidades o competencias previas necesarias . . . 136
Orientaciones generales para quien dirige la formacién . . . . . . . 137
Recursos fisicosovirtuales . . . . . ... ... ... L. 138
Actividades que conforman latarea . .. ... ... ... ... ... 138
Referencias . . . . . . . . . . . . ... ... 141

8. Reconstruccion de la definicion de poligono para su ensefianza 151

Fundamentaciéon . . . . . . .. ... ... ... 151
Objetivos generales. . . . . . . . ... ... . ... ... ... ... 153
Conocimientos, habilidades o competencias previas necesarias . . . 153
Orientaciones generales para quien dirige la formacién . . . . . . . 153
Recursos fisicos ovirtuales . . . . . ... ... .. ... ....... 154
Referencias . . . . . . . . . . . . ... ... ... 160

274



indice

9. Procesos de conjeturacion, razonamiento y demostracion
usando relaciones angulares: angulo inscrito en la
circunferencia. . . . . . . ... ...
Fundamentacién . . . . . . . ... .o oo
Objetivos generales. . . . . . . ... . ... ... ... . ......
Conocimientos, habilidades o competencias previas necesarias . . .
Orientaciones generales para quien dirige la formacién. . . . . . . .
Recursos fisicos ovirtuales . . . . . . .. ... ... L.
Referencias . . . . . . . .. . ... . .. ...

10. ;Do6nde estan los poligonos en los poliedros? . . . . . . . ..
Fundamentacién . . . . . . . ... Lo oo
Objetivos generales. . . . . . . ... ... ... ... ... ......
Conocimientos, habilidades o competencias previas necesarias . . .
Orientaciones generales para quien dirige la formacién. . . . . . . .
Recursos fisicos ovirtuales . . . . . . ... ... ... ... ...,
Referencias . . . . . . . . .. . ... .. ...

11. Atribuyendo significado a larotacién. . . . . . ... .. ...
Fundamentacién . . . . . .. ... .o oo
Objetivos generalesdelatarea. . . . . . . . ... ... ... .....
Conocimientos, habilidades o competencias previas necesarias . . .
Orientaciones generales para quien dirige la formacién . . . . . . .
Recursos fisicosovirtuales . . . . . ... ... ... .........
Actividades que conforman latarea. . . . . . . ... ... ... ...
Referencias . . . . . . . . .. ... ...

12. Conocimiento especializado e interpretativo del profesorado

en formacion de matematicas en el contexto de division

defracciones. . . . . . . . .. ... ... ...
Fundamentacion . . . . . .. .. .. ... ... ...
Objetivos generales. . . . . . . . ... ... ... ... ... ...
Conocimientos, habilidades o competencias previas necesarias . . .
Orientaciones generales para quien dirige la formacién. . . . . . . .
Recursos fisicosovirtuales . . . . . . ... ... ... ... ..., .
Referencias . . . . . . . . . . . . . ... ... ...

Sobrelaediciéon. . . . . . . . . ...

Indice de tablasy figuras. . . . . .. ... ... ... .......

275



Tareas para la formacién del profesorado
para ensefiar matematicas

Este libro estd dirigido a formadores y formadoras de profe-
sorado de Educacién Infantil, Educacién Primaria y Edu-
cacién Secundaria con compromiso con la ensefianza y el
aprendizaje de las matemdticas. En sus pdginas encontrardn
doce tareas formativas disenadas, analizadas e implemen-
tadas por especialistas en diddctica de la matemadtica que
se dedican también a la formacién inicial y continua del
profesorado en distintos contextos educativos.

Las propuestas que se presentan tienen como objetivo fa-
vorecer la construccién de conocimiento especializado del
profesorado que imparte matemadticas. Cada tarea se centra
en un contenido matemadtico y en un nivel educativo deter-
minado, ofreciendo un recurso fundamentado y transferi-
ble a la préctica formativa. A lo largo del libro se abordan
contenidos clave numéricos, geométricos y probabilisticos,
junto con aspectos transversales como el razonamiento y la
resolucién y formulacién de problemas.

Estas tareas han sido elaboradas por un equipo interna-
cional de investigadores e investigadoras con vinculacién
a universidades espafolas y latinoamericanas, miembros

de la red de investigacion MTSK (Mathematics Teachers’

Specialized Knowledge). Desde esta perspectiva, las tareas
promueven el desarrollo del conocimiento matemitico, el
conocimiento diddctico del contenido y las concepciones
sobre las matemdticas, su ensefianza y su aprendizaje.

Sin embargo, el libro ha sido concebido para ser acce-
sible a todo formador o formadora, independientemente
de su familiaridad con el modelo MTSK. Asi, quienes se
aproximan por primera vez a esta perspectiva encontrardn
propuestas claras y aplicables, mientras que los lectores mds
especializados podrdn profundizar en el andlisis del cono-
cimiento profesional implicado en cada tarea.

Octaedro ‘,‘

Horizontes Universidad
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